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Dit boekje omvat het gedeelte der Algebra, dat behandeld wordt in 


t de A-afdeeling der hoogere klassen van Gymnasium en Lyceum. Nu 


aan de leerlingen dezer afdeeling op het eindexamen geen schriftelijke 


> opgaven meer worden voorgelegd, zal daar, meer nog dan vroeger, de 
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theorie op den voorgrond moeten treden. Ten aanzien van het er mee 


. overeenkomende Staatsexamen ter toelating tot de Universiteit werd dit 


uitdrukkelijk geconstateerd door de Commissie, die; in 1922 met het af- 
nemen van dit examen was belast. 

Een samenvatting van wat de A-candidaten van de Theorie der Algebra 
moeten. kennen, geschikt voor leerlingen van 17 à 18-jarigen leeftijd, 
bestaat, voorzoover ik weet, niet; daarom meende ik met deze uitgave 
geen overbodig werk te doen. Bedoelde leerlingen moeten de in de lagere 
klassen behandelde stof nog eens doorwerken, maar die behoort hun 
gegeven te worden in strengeren vorm, aan de ééne zijde meer compact, 
aan de andere breeder uitgewerkt: van het laatste leveren voorbeelden 
de Merkwaardige Quotienten, de Identiteiten, de Afhankelijkheid en ne 
van Vergelijkingen. 

In het bepalen van de grenzen der leerstof beschikt de leeraar gelukkig 
over eenige vrijheid. Bij de bewerking van dit boekje heb ik als norm 
laten gelden den inhoud der opgaven van bovengenoemd Staatsexamen - 
bijna alle vraagstukken, waarvan ik de oplossing geef of aanwijs, zijn 
ontleend aan de „Algebra-Opgaven A, opgegeven op het Staatsexamen 
1902-1918, {verzameld door Dr. M. IL. M. van Everdingen, Leiden, Théonville” 


(naar dit boekje verwijst telkens de bijvoeging „v. Ev”; de opgaven 


van 1918 ontbreken) en aan de Staatsexamenopgaven van 1918 en 1922. 

Maar al neemt men zekeren norm aan, dan kan men zich nog houden 
aan den ruimen kant of aan den engen. Ik deed het eerste. Een practijk 
van ruim 20 jaren heeft mij de overtuiging gegeven, dat het bij zorg- 
vuldig gebruik van den beschikbaren tijd mogelijk is, de geheele hier 
geboden stof werkelijk eigendom der leerlingen te doen worden, mits 
de klas goed zij. Moet men zich beperken, dan komen voor schrapping 
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in de eerste plaats in aanmerking de SS 12, 13, 22, 36, 41, 47—49, 78, 
87—89, 92 (7 en 8), 94, 95, 116—122, 126—131 en 133—138. 

Deze opsomming geef ik vooral ten dienste van candidaten voor het 
Staatsexamen, aan wie ik bij deze uitgave niet in de laatste plaats heb 
gedacht. 

Het spreekt vanzelf, dat de B-leerlingen niets kunnen overslaan. 

Ongetwijfeld zal meer dan één lezer in deze rij ook S8 hebben ver- 
wacht. Ik moet echter opmerken, dat de allerelementairste begrippen 
van Permutaties en Variaties zóó eenvoudig zijn, dat een kind ze kan 
begrijpen (beter dan de Repeteerende Breuken, waarover op menige 
lagere school nog gesproken wordt); ieder mensch komt er in de practijk 
mee in aanraking. Gaarne zou ik heel wat werken met Wortelvormen, 
oplossen van Wederkeerige Vergelijkingen, gebruik van Kunstgrepen, 
enz. prijs geven om voor den inhoud van 8 8 tijd te winnen. 

Bij de behandeling der Grafische Voorstellingen heb ik mij beijverd, 
buiten de Analytische Meetkunde te blijven (met opzet heb ik b.v. van 
den afstand tusschen twee punten niet gerept); vooral wilde ik laten 
uitkomen, hoe men met een oogopslag allerlei uit een figuur kan aflezen. 

De logarithmen heb ik nauwelijks aangeroerd; kennis van de daarop 
betrekking hebbende theorie valt beslist buiten het eindexamen-programma 
van afdeeling A. Ik heb ze alleen genoemd, om de leerlingen, die in 
de 4e klas hebben geleerd, hoe men er mee werkt, er nog eens aan te 
herinneren, dat het gebroken en negatieve exponenten zijn. 

In S 21 heb ik gepoogd, een eenvoudig bewijs te geven van de Iden- 
titeitsstelling. Bij het behandelen van het gewone bewijs (aangegeven 
in het Bijvoegsel op blz. 118) gevoelde ik altijd het bezwaar, dat men 
er stellingen aan moet laten voorafgaan uit de veel verder liggende al- 
gemeene Vergelijkingentheorie, waarvan het voor het minst twijfelachtig 
is, of zij tot het gebied der A-algebra gerekend mogen worden. Natuur- 
lijk geef ik voetstoots toe, dat het geheel dier stellingen dieper inzicht 
geeft in het wezen van een veelterm. 

Naast deze Theorie heeft de gebruiker een beek met vraagstukken 
noodig; ik ken geen betere verzameling dan de Algebraïsche Vraag- 
stukken, dl. len Il (voor de A-leerlingen slechts een gedeelte van Il) 
door P. WIJDENES, uitgave Noordhoff, Groningen, welke ik nu tien jaar 
lang met klimmend genoegen gebruikt heb. Het gebruik dezer verza- 
meling is studeerenden voor het Staatsexamen dringend aan te bevelen; 
alleen kunnen zij zich m. i. zonder bezwaar in sommige gedeelten 
(wortelvormen, ingekleede vraagstukken, vergelijkingen met meer dan 


één onbekende van den eersten of van hoogeren graad) beperken tot 
het oplossen van b.v. het derde deel der opgaven van eenzelfde soort. 

Bijzonderen dank ben ik den heer WIJDENES verschuldigd, die zoo 
vriendelijk was, de figuren voor den druk gereed te maken op de hem 
eigen voortreffelijke wijze. Meer naar oud dan naar nieuw gebruik heb 
ik deze figuren laten drukken op afzonderlijke bladen; de Uitgeefster 
schonk aan de verzameling dezer bladen den wel wat weidschen titel 
Atlas. Men kan nu gelijksoortige figuren beter vergelijken (opzettelijk zijn 
daartoe de figuren 21—30 op één blad gedrukt en wel zóó, dat de X- 
assen der beide eerste viertallen in elkaars verlengde komen); men kan 
zonder eenig bezwaar eenzelfde figuur bij verschillende bladzijden van 
den tekst gebruiken; de tekst wordt niet onderbroken en laat zich dus 
rustiger lezen. 

Mijn collega Dr. VAN ARKEL dank ik voor meer dan één gewaardeerde 
opmerking en de firma NOORDHOFF voor de goede verzorging. 

Uiteraard zal het mij aangenaam zijn, indien blijken mocht, dat dit 
boekje ook nut kan doen buiten den kring van hen, voor wie het in de 
eerste plaats bestemd is. Misschien kan het studeerenden voor een 
Wiskunde-acte dienen ter voorloopige oriënteering en ter inleiding op 
de Lagere Algebra van den heer WIJDENES (uitgave NOORDHOFF). 

Het ontvangen van op- en aanmerkingen zal ik op prijs stellen. 


ARNHEM, Augustus 1923. 
DE SCHRIJVER. 


elis 


ALFABETISCH REGISTER. 


(DE GETALLEN WIJZEN DE PARAGRAFEN AAN.) 


Aantal wortels eener vergelijking, 68, 118. Aantal stellen wortels van een 
stelsel vergelijkingen, 137. Abscis, 76. Afhankelijkheid van vergelijkingen, 
63, 64, 85. Afhankelijk veranderlijke, 71. d’ Alembert, stelling van, 117. 
Algebra en Rekenkunde, verschil, 1. Algemeene gedaante van vergelijkin- 
gen, 68. — eener vierkantsvergelijking, 90. As van de parabool, 96. As 
van symmetrie, 96. Assen, 75. 

Benaderen van een onmeetbaren wortel, 33. Bernoulli, 10. Binomiaal- 
formule, 8, VI. Binomiaalvergelijkingen, 126. 

Coëfficient, 3, Combinatiemethode, 62, 86. Combinaties, 8. Combinatie 
van onbekenden, 134. Coördinaten, 76. 

Deelbaarheid door Xx— a, 11. Deelbaarheid door rekenkundige getallen, 13. 
Deelbaarheidsstelling, 116. Deeling van wortelvormen. 40, 41. Derde- 
wortels, imaginaire, 128. Discriminant, 90. Driehoek van Pascal, 7. 
Eenheidswortels, 127. Eenterm, 4. Eenwaardigheid van vierkantswortels, 
39, 115. Egalisatiemethode, 62, 86. Eigenschappen van de wortels eener 
vierkantsvergelijking, 91. Elimineeren, 55, 86. Equivalentie van stelsels 
van vergelijkingen, 61, 86. Evenredige grootheden, 69. Extreme waarden 


van Ax? +Bx+C, 104.52 — van breuken, 105. — van irrationale vormen, 
105, 106, 107, 108. 
Functie. 71. 

Gebroken exponenten, 50. — getallen, 42. — vormen, 20. Geheele ge- 
tallen, 42. Gelijkheid van breuken, 67. Gelijknamige wortels, 24. Ge- 
lijkslachtige veelterm, 5. Gelijksoortige vormen, 3. — wortels, 24, 36. 


Grootste Gemeene Deeler, 18. Gemeenschappelijke wortel van 2 verge- 
lijkingen, 94, 98. Getallenvergelijkingen, 56. Gewone gedaante eener 
vierkantsvergelijking, 90. Graad, 5, 20. — van een vergelijking, 68. 
— van afhankelijkheid van vergelijkingen, 64. Grafieken, 79. Grafische 
oplossing, 78. — voorstelling, 74. 

Heterogene veeltermen, 5. Homogene veeltermen, 5. Homogene verge- 
lijkingen, 66, 135, 136. 

i, 43. — machten van, 45. Identiteiten, 23. Identiteit van Lagrange, 23, 
3e Voorbeeld. Identiek gelijk, 21. Identieke vergelijkingen, 56. Íden- 
titeitsstelling, 21, 99. Bijvoegsel na 138. lIlatieteeken, 1. Imaginaire ge- 
tallen, definitie, 42, 43. Indeeling der vergelijkingen, 56, 60, 68. Invoering 
van wortels, 57, 133. Irrationale vormen, 29. Irrationeele vergelijkingen, 115. 
Kleinst Gemeene Veelvoud, 19. Kringverwisseling, 23. Kwadraten, 75. 
Limiet, 30 Lineaire vergelijkingen, 81. Logarithmen, 55. 


Macht, 4. Maximum, 7. — of minimum van Ax? +Bx+C, 104. — van 
breuken of wortelvormen, 105, 106, 107. Meetbaar getal, 28. Meetbare 
vorm, 29. Merkwaardige producten, 7, 8, IV, V. — quotienten, 10. 

Negatieve exponenten, 50. — getallen, 42. Niet-identieke vergelijkingen, 


56. Noemer =0, 63, 88. Nul zijn van teller en noemer, 22, 89. 


Omgekeerd evenredig, 69,88. Omkeeren van wortels eener vergelijking, 
92, 8; 113. Onafhankelijk veranderlijke, 71. Onbekende in den noemer, 58. 
Onbepaalde waarden (schijnbaar), 22, 89. Ondeelbaar, 14. Onecht ge- 
broken, 20. Oneigenlijke machten, 51. Oneindig groot, 63, 88. Ongelijk- 
slachtige veelterm, 5. Ongelijksoortige vormen, 3. Ongelijksoortige wortels, 
24, 36. Onmeetbaar getal, 28. Onmeetbare vorm, 29. Onmogelijk vraag- 
stuk, 59. Ontbinden ín factoren, 14, 15, 16, 17, 92, 109, 118, 121. Onvolledige 
vierkantsvergelijking, 90. Opgaan eener deeling, 12. Oplossen eener ver- 
gelijking, 57. Ordinaat, 76. 

Parabool, 96. Pascal, driehoek van,7. Permutaties,8. Positieve getallen, 
42. Product (gedurig), 4. Product van de wortels eener vierkantsver- 
gelijking, O1, 97. 

Rationaal maken van de noemers, 51. Rationale vormen, 29. Reststelling, 
10. Richtingscoëfficient, 80. Ruimtecoördinaten, 86. 

Som der wortels van een vierkantsvergelijking, 91. Som en product van 
2 getallen, 92, 2. Strijdige vergelijkingen, 63, 64, 85. Substitutie van ge- 
vonden iwortels in een vergelijking, 115. Substitutiemethode, 62, 86. 
Symmetrie, as van, 96. Symmetrische functie, 92, 7. 


Talstelsels, 1. Teeken van Ax? +Br+C, 101, 102. — van waarde van 
breuken, 103. Toegevoegd imaginaire getallen, 44. — — wortels eener. ver- 
gelijking, 120. Top der parabool, 96. Tweewaardigheid van een vierkants- 
wortel, 39, 111. 

Valsche getallenvergelijking, 56. — algebraïsche vergelijking, 56. Varia- 
ties, 8. Veelterm, 4. Veelwaardigheid van wortels, 39, 115, 118, 2e Gevolg. 
Verandering van de wortels eener vergelijking, 113. Verdrijven van wor- 
tels, 57, 133. Vereenvoudigde breuk, 20. Vergelijking, definitie, 56. 
Vergelijking eener lijn, 76. Vergelijkingen met dezelfde wortels, 129. Vier- 
kantsvergelijking, definitie en oplossing, 90. Vierkantswortel, eenwaardig- 
heid, 39, 111, 115. Volgorde der bewerkingen, 2. Volkomen kwadraat, 
92, 4 en 5. Volstrekte waarde, 1. 

Ware getallenvergelijking, 56. Wederkeerige vergelijking, 122—125. Wor- 
tels eener vergelijking, 57. Wortels van vergelijkingen invoeren of ver- 
drijven, 57, 114, 133. — veranderen, 92, 8; 113. Wortel (t), definitie, 
24; v-7, definitie, 31. — is onmeetbaar, 32. Eigenschappen van wortels, 
25. Regels voor bewerkingen met wortelvormen, 27. Worteltrekking, 
voorbeelden, 35, 37, 47, 53. Wortelvorm, deeling door, 40. Vierdewortel 
uit — 1, 49. 

Zuivere vierkantsvergelijking, 90. 


Hoofdstuk 
Hoofdstuk 
Hoofdstuk 


Hoofdstuk 
Hoofdstuk 
Hoofdstuk 


Hoofdstuk 
Hoofdstuk 
Hoofdstuk 


Hoofdstuk 


Hoofdstuk 


Hoofdstuk 


Hoofdstuk XIII. 


VIIL 


XII. 


Bijvoegsel 


INHOUD. 


Rationale vormen 


Wortelgrootheden .… har Ar jan 
Uitbreiding van het Getalbegrip. Imaginaire 
Getallen . RED 


Oneigenlijke Meenen 

Vergelijkingen in het algemeen . 

Onafhankelijke en afhankelijke verandere 

Functies. Grafische Oplossing van vraagstukken. 

Grafische Voorstelling van Functies 

Vierkantsvergelijkingen .… 

Grafische Voorstelling van y — A? + Be BE c. 

Het positief of negatief zijn van vormen. Grootste 
en kleinste waarden ek, ze 

Vergelijkingen, waarvan de oplossing ord teniet 
gebracht tot die eener vierkantsvergelijking . 

Het afleiden van nieuwe vergelijkingen uit ge- 
gevene kieren ee NA 5 

De vergelijking van den Zer: er met 1 Sn 
kende. Wederkeerige vergelijkingen. Binomi- 
aalvergelijkingen. Eenheidswortels . 

Twee of meer vergelijkingen, waaronder minstens 
één van hoogeren graad dan van den eersten . 


Biz. 
l 
23 
30 


40 
45 


58 
71 
80 
85 
95 


97 


102 


113 
118 


SORI2. 


HOOFDSTUK I. 
Rationale Vormen. 


S 1. Onderscheid tusschen Rekenkunde en Algebra. De Re- 
kenkunde gebruikt teekens met bepaalde waarde en kent aan die 
teekens (cijfers) een betrekkelijke en een volstrekte waarde 
toe; zij kent in verband daarmee talstelsels (v. Ev. no. 122). 

De Algebra gebruikt teekens, waaraan elke getallenwaarde kan wor- 
den toegekend of van nader te bepalen waarde (letters), kent geen 
talstelsels, maar onderscheidt positieve en negatieve getallen 
(en daarmee in verband ook imaginaire en complexe). 


Hiermee is niet gezegd, dat de Rekenkunde nimmer neg. getallen gebruikt; 
meer dan eens is de grens tusschen Rekenkunde en Algebra niet aan te wijzen. 


Wil men ín een algebraïsch vraagstuk aanduiden, dat men het 
getal bedoelt, ’t welk bestaat uit x honderdtallen, y tientallen en 
z eenheden, dan gebruikt met het ilatieteeken: | xyz]. 

Met het plaatsen van een algebraïschen vorm tusschen 2 dunne 
verticale strepen duidt men aan, dat men de volstrekte waarde 
er van bedoelt, d. í. het aantal positieve of negatieve eenheden. 


S 2. Volgorde der bewerkingen. Machtsverheffing, Vermenig- 
vuldiging, Deeling, Worteltrekking, Optelling en Aftrekking (Men 
Vaart De Waal Op en Af); optelling en aftrekking hebben niets op 
elkaar voor, maar worden uitgevoerd in de volgorde, waarin zij staan 
opgegeven. In af° is p? de exponent van a; (aPt= afs. In 
Wa.Vb,Wa:Wb, a:Wb komen vermenigvuldiging of deeling na 
de worteltrekking. Dat de machtsverheffing vóór de vermenigvuldi- 
ging gaat, brengt ook mee, dat 2x (1 — x) * beteekent Ee 

S 3. Gelijksoortige producten (of vormen) zijn die, welke òf in 
het geheel niet òf enkel in coëfficient verschillen: ab, 35 ab, + ab. 
Een Coëfficient van een letter of een product (macht) van letters 
is een factor, verschillend van die letter of dat product (macht) van 
letters. 

In 7axy? is 7 de coëfficient van axy°, Ta die van xy?, Tax die van py’ wat 
men hier als coëfficient moet beschouwen en wat niet, moet blijken uit verge- 
lijking met andere vormen, die in hetzelfde vraagstuk optreden. 

Producten (vormen), waartusschen het verschil niet uitsluitend in 
de coëfficienten ligt, heeten ongelijksoortig. 

L. Roorpa, Theorie der Algebra. 1 


884,5,6,7. 2 


S- 4. Een Gedurig Product is de uitkomst, welke men verkrijgt, 
wanneer men van een rij getallen het eerste, d. í. het meest rechtsche, 
vermenigvuldigt met het tweede, de uitkomst met het derde, enz, 
tot alle getallen gebruikt zijn. 

Een Macht is een product of gedurig product van gelijke factoren. 

Het getal, dat het aantal gelijke factoren aanwijst, heet Exponent 
der Macht. 

Producten, Quotienten, Machten, Wortels zijn één- 
termen; Sommen en Verschillen zijn veeltermen. 


S 5. De Graad van een geheelen Eenterm is het aantal (enkel- 
voudige) letterfactoren van dien éénterm. 

Een veelterm heet gelijkslachtig of homogeen, wanneer al de 
termen, waaruit hij bestaat, van denzelfden graad zijn; ook de 
geheele veelterm is dan van dienzelfden graad; zijn de termen 
niet alle van denzelfden graad, dan heet hij ongelijkslachtig of 
heterogeen; zijn graad is dan de graad van dien éénterm, die in 
dien veelterm van den hoogsten graad is. 


S 6. Stellingen. 1. Het product van 2 gelijkslachtige 
veeltermen is gelijkslachtig. 

Bewijs. Het genoemde product wordt verkregen door samentelling 
van gedeeltelijke producten, welke bestaan uit een aantal ééntermen, 
die alle zijn van een graad — de som der graden van één term van 
het vermenigvuldigtal en van één term van den vermenigvuldiger. 

U. Het guotient eveneens. Bewijs als van L. 

UI. Het product van 2 ongelijkslachtige veeltermen is on- 
gelijkslachtig; ook dat van een gelijkslachtigen en een 
ongelijkslachtigen. 

Bewijs. Rangschik naar de afdalende machten van de rangletter 
(bij den gelijkslachtigen veelterm is de rangschikking onverschillig). 
Men vindt den eersten en den laatsten term van het product door 
de begin-, resp. de eindtermen der veeltermen te vermenigvuldigen 
en die eerste en laatste term zijn zeker van ongelijken graad. 

IV. Wat ín Ill van een product gezegd werd, is in het alge- 
meen ook waar voor een quotient, maar wanneer de graad van de 
opeenvolgende termen in deeler en deeltal met gelijke bedragen 
afdaalt, is het quotient een éénterm of een gelijkslachtige veelterm. 

Toepassing van |. Alle machten van a + b zijn gelijkslachtige 
veeltermen. 


S 7. Merkwaardige Producten. 
(a 4 b)=a° + 2ab + b?. 
(a + b)? =a° + 3a°b + 3ab° + b°. 
(a + b)t=at + 4a°b + 6a°b? £ 4ab? + bt. 
(a + b) (a —b) =a —b. 
(a + b) (a° — ab + b°) =a° + b®. 
(a — b) (a* + ab + b?) = a —b®, 


3 S 7. 
(adbdetdp= ted 
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Denk:aan: (x — xj) (x — x2) = x? — (xj + x2) x + xjx3 (zie 8 O1). 


Opmerking bij: (a + b) (a — b) =d — b. 

Als van 2 getallen de som a is, kan men ze voorstellen door 
Xx en qa — X, maar in vele gevallen is het practischer, ze te noemen 
bad xen Ja—x. Het product is dan } a? — x?. 

Voorbeeld. v. Ev. no. 287. Wordt a in 2 deelen verdeeld, dan is het 
product dier deelen maximaal, als die deelen gelijk zijn. 

Oplossing. Noem de getallen dat xen Ja—x; het product ta? — x? is 
maximaal, als x2—0, d. i. als x—0 of als elk deel = 44. 

2e Voorbeeld. Staatsex. 1922. Op een basis van 12 cM. beschrijft men 
verschillende driehoeken, elk met 32 cM. omtrek. Bewijs, dat de gelijkbeenige 
driehoek het grootste oppervlak heeft. 

Bewijs. Opp. A =Ws(s—a)(s—b)(s—c); noem de basis c,‚ dan is 

adb=20 en a=10 + xen b=10—x; s=16; S—a—=6—x; Ss—b—=6+Hx; 
s—Cc—4. Het Opp. is zoo groot mogelijk, als 16 (6 — 2) (6 4 x) 4 zoo groot 
mogelijk is, dat is, als 36 — x? zoo groot mogelijk is, d. i. als x— 0, enz. 


Machten van atb. Het gedurig product van b.v. 7 factoren 
ab moet een gelijkslachtige veelterm zijn van den 7en graad 
(zie 8 6 slot). Bij het uitcijferen van dit gedurig product heeft men 
steeds als vermenigtal en als vermenigvuldiger vormen, waarin de 
exponent van a geregeld met 1 afdaalt en die van b met 1 opklimt 
(van links naar rechts). Daarom is dit ook het geval met het gedurig 
product. Dit begint met a’; hierop moeten dus volgen a°b, a?b?, 
a*b?, enz. De coëfficienten, die in (a+ b)’ optreden, vindt men uit 
die van (a+ b)P door deze laatste 2-maal neer te schrijven, den 
2en keer 1 plaats naar rechts inspringend, en de getallen, die dan 
in verticale rij staan, op te tellen. Op overeenkomstige manier vindt 
men die van (a + b)e uit die van (a + b)°, deze uit die van (a + b)*, 
enz. Bij a +6 zelf beginnend: 














Lesl leent lS 146 4 1 
1 1 1 1 1 1 hsl 
id! ll leono nt 146 4 1 
eel Kel Bece eenn 14 641 
deel led al 1 464 1 1 510105 4 


Dezelfde uitkomsten vindt men, als men den z.g. driehoek van 
Pascal uitschrijft, waarbij men inderdaad dezelfde optellingen 
uitvoert. Om uit een horizontale rij de volgende horizontale rij af 
te leiden, schrijft men op: 1 en daarachter de som der eerste 
2 getallen van de reeds aanwezige rij, dan de som van het 2° en 
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3° getal dezer rij, enz; men eindigt met 1. De eerste horizontale 
rijsisells 


Zoo blijkt 
(a db) =a' +7a°bH-21a°b° + 35atb? + 35a°bt + 210°b? + Tab + b7. 


S 8. De Binomiaalformule. 


L Permutaties. Op hoeveel manieren kan men n verschil- 
lende grootheden door elkaar plaatsen ? 
Antw. 1 grootheid op 1 manier a 
2 grootheden op 2 X 1 manieren ab en ba À 
abe bac ca 
5 7 test 5 acb bca cba’ 
want, als ik 1 van de 3 vóórop heb gezet, kan ik de andere 2 op 
2 manieren plaatsen; dit geldt voor elk van de 3, dus 3 X 2 X 1 
manieren. 
4 grootheden op 4 X 3 X 2 X 1 manieren; 


abcd bacd cabd dabc 
abdc badc cadb dach 
achd bcad chad dbac 
acdb beda chbda dbca 
adbc bdac cdab dcab 
adch bdca cdba dcba; 


als ik 1 van de 4 voorop heb gezet, kan ik de overblijvende 3 
plaatsen op 3 X 2 X 1 manieren; dit geldt voor elk van de 4, dus 
4 X 3 X 2 X 1 manieren in het geheel. 
5 grootheden op 5 X 4 X 3 X 2 X 1 manieren; gelijke redeneering. 
Voor.2 X 1sschrijft -men“2it, SVOOrrS OOR 
voor 4X3X2X1 4! (gelezen: 2 faculteit, 3 faculteit, 4 faculteit). 
Elke groep, die men krijgt door de grootheden op de eene of 
andere manier door elkaar te plaatsen, heet een permutatie van 
die grootheden. Het aantal permutaties van 3 grootheden schrijft 
schrijft men: Ps, van 4 grootheden P,, enz. Volgens het voorgaande 
issPj 4 br OU KEN ZAL GEMEEN Ani 


U. Variaties. Op hoeveel manieren kan ik uit n verschillende 
grootheden er m nemen ? 

Antw. Als ik uit 5 grootheden a, b, c‚, d en e er 2 moet nemen, 
neem ik er eerst 1; die kan ik op 5 manieren kiezen; heb ik b.v. 
b genomen, dat moet ik uit de overblijvende 4 letters a, c, d en e 
nog 1 nemen; dit kan op 4 manieren geschieden. Ik krijg dus 
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4 groepen van 2 letters met b als eerste; evenzoo 4 groepen van 
2 met a als eerste, enz., dus totaal 5 X 4 groepen. 

Elke groep van 2, genomen uit de 5, heet een variatie 2 aan 
2 van de 5 elementen. Het aantal van die variaties stelt men 
voor door V5, dus Vi=5 X 4. 

2e Voorbeeld. Moet ik 3 uit de 7 letters a, b, c, d, e‚, f en 2 
nemen, dan kan ik dít doen op 7 X 6 X 5 manieren; eerst keus 
uit 7, voor de 2° letter keus uit de 6 overblijvende, voor de 3° 
letter uit de 5 daarna overblijvende. Vj=7 X 6 X 5. 

Algemeen. Moet ik m letters nemen uit n verschillende, dan heb 


ik eerst keus uit n, daarna uit n — 1, daarna uit n— 2, .... tot 
en met 7 — m + 1, zoodat 
Vin =n(n—1l)(n —2)(n—3).... (nml). 


Beorn bmnaties. Denk de 20 variaties, 2 aan 2, van de. 5 

letters a, b, c‚ d en e opgeschreven: 
ab ba ca da ea 
ac bc ch db eb 
ad bd cd dc ec 
ge be ce de ed. 

Wij zien optreden ae en ea, bd en db, de en ed, enz., telkens 2 
groepen, die uit dezelfde letters bestaan, maar in tegengestelde 
volgorde. Zulke tweetallen groepen zijn er 10. In vele gevallen 
doet de volgorde er niet toe en dan is ab volkomen hetzelfde als ba. 
Dan zijn er maar 10 verschillende groepen. 

Groepen van 2 uit 5, waarbij op de volgorde niet gelet wordt, 
heeten combinaties 2 aan 2 van de 5 grootheden; het aantal 
dezer combinaties schrijft men C5. 


2e Voorbeeld. Denk de 7 X6 X5 variaties 3 aan 3 opge- 
Sehreven van de / letters a, b, c, d, e‚, f en og. Eén er van is bdf, 
een andere dhf, een andere fbd, enz. De 3 letters b, d en f kunnen 
op 6 manieren door elkaar staan (6 of 3! is het aantal permutaties 
van 3 letters). Indien de volgorde er niet toe doet, is bdf hetzelfde 
als dof, fbd, enz. De 6 groepen, die als variaties voor verschillende 
werden gerekend, gelden nu alle 6 voor dezelfde groep. Dan zijn 
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er dus slechts TE of IX2xX3 verschillende groepen. 
00 
BT 
Algemeen: C5, = EE 
m! 
IV. Ontwikkeling van merkwaardige producten van den vorm 
(xta)(xtb (xe) ...... 


(Xx Fa) (xt b)= 2x H(atb)x +} ab 
(x Ha) (x + b)(x + ce) =x Habex + (abHacdbe)x habe. 
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Redeneer als volgt. Elk der 3 factoren x + a, x Jb en x+c is 
van den iste! graad en gelijkslachtig; het product moet dan een 
gelijkslachtige veelterm zijn van den 3der graad. Een term, die x? 
bevat, zal dus nog één der letters a, b of c er bij moeten hebben; 
voorkeur voor de ééne dezer letters boven de andere kan niet 
bestaan, omdat zij in (x+a)(x+b)(x+-c) volmaakt gelijke 
plaatsen innemen, dus moet een term ax? voorkomen, een term bx° 
en een term cx°; samen (a+ b+-c)x”. Dat men niet één dezer 
termen b.v. dubbel of drievoudig krijgt (en was dit het geval met 1, 
dan gold het voor alle 3), blijkt uit het feit, dat men b.v. ax? slechts 
op 1 manier kan krijgen: uit den 1ster factor moet men dan nemen 
den term a, uit den 2den en uit den 3den factor den term x. 

Gelijke redeneering, toegepast op meer dan 3 factoren, toont, dat 
(x H a)(x HF b)(X HC) (Xx Jd) = X + 

iras 

+ (ab + ac + ad + be + bd + ecd)x° + 

+ (abe + abd + acd + bed) x + 

+- abcd. 

(xda) (XF b)(X HF C)(X Hd)(X He)(X Hf) = X° 

H(A Fb CA OEE 
H- (ab +actad... bet...) + 
+ (abe + abd +... + bef +...) + 
+ (abed+abee +... J-bedf +. JX 
J- (abede + abcedf +... + bedef)x + 
+- abedef. 


Hoeveel termen staan hier nu b.v. vóór x* tusschen haakjes? 
Blijkbaar zooveel als het aantal combinaties 2 aan 2 van de 6 
letters a, b, c, d, e en f bedraagt of C6. Immers, om een term te 
krijgen met xt, moet ik 2 andere letters hebben dan x, dus uit 4 
van de 6 factoren de x gebruiken en uit de overige 2 de andere 
letter; die 2 andere letters kunnen elke 2 uit het 6-tal: a, b, c, d, 
e en f zijn. 

Evenzoo staan vóór x? tusschen haakjes C@ termen, vóór x? 
Cé termen, vóór x? Cô termen. 

V. Had men (x— a) (x — b) (Xx — c) (X — d) (Xx —e) (Xx —f), dan 
zouden alle letters binnen haakjes een minteeken moeten hebben, 
dus waar groepen van 2 letters staan, zou elke groep + krijgen, 
waar groepen van 3 letters staan, zou elke groep — krijgen, enz. 

Ee zou komen: 

tbe ler en ) an 

Be EM )x5-H- (abed H- . anenn )X° — 

sr AADCdERT AE EN ER )Xx + HDE 
beurtelings + en —. 

VI. De Binomiaalformule. Denk, dat b, c, d, e en f alle 
worden vervangen door a. In plaats van 


(x Ha) (x + b)(x Hc) (Xx Hd) (x He) (x Hf) komt dan (x + a). 
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Vervangt men in de in IV gevonden uitkomst b, c, d, e en f alle door 
a, dan komt er: xe + 


Hladatatatatat 
+ ji + 


J- (a Ha Hat... Xx 

(a Has Had... )x° + 

d-(at Hat datt... ) x° + 

Ees EE )x + 
af 


Hoeveel termen, elk gelijk aan a°, komen nu vóór x*? Precies 
evenveel als er straks termen waren, die bestonden uit een product 
van 2 der letters a, b, c, d, e en f, d.i. Cô. Evenzoo vóór x? Cô 
termen, elk a3; vóór xt Cé termen, elk af, enz. De coëfficient van 
x* is dus Cô maal a? die van x? C@ maal a? enz. Resultaat: 
bet a) =P Je Chat + Ci aPxt + CB aBxS + C5 atx? H Ci abx Hof. 

Evenzoo is: 

Car CEA XE CAPS A Chat Chara. 

C@== 1, want, als ik 6 van de 6 grootheden moet nemen, kan ik 
dit maar op 1 manier doen. (Op de volgorde wordt niet gelet.) 
Ba == 2 J Cars Je Char + CI aBxe J C5 at HCH oP xt 

JCA Cal CoP xl 0°. 

Algemeen: 

Bte arl Ch alt 2E Char Ste. 
EG es et Cita en JAA, 

Dit laatste is de Binomiaalformule. 

Geschreven zonder C wordt zij: 

n(n—1l) (n—2) 


ear td QAT IL Me Ee ra meen een Er a8 xr id, 
n(n n 


Ee re 
ree ale 


Bme (abcdefr == a De dte want. (abcde)" beteekent -abcde 
maal abcde maal abcde.... enz. (n factoren) = 
DOD De ne COCO rr Ad dd IE CELLE A 


enen ed Damen egmnnend mennen em nd Ommen amd 
n factoren nfactoren nfactoren n factoren n factoren 
— q° D* C* d” e”, 


atx ar, 


ONO sa Me a Oh OO Ha 
IL (5) Tp want (5) beteekent: be : TE $ En â je ee =S 
eend 
pannen ifactoren) are n factoren 





TT bbb... (nfactoren) _ br 


S 10. Merkwaardige Quotienten. Deelt men som of verschil 
van 2 gelijknamige machten (dat zijn machten met gelijken 
exponent) door som of verschil harer grondtallen, dan krijgt men, 
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als men tusschen even en oneven exponenten onderscheidt, 8 
deelingen, waarvan men de uitkomst volgens eenzelfden regel kan 
opschrijven; 4 gaan op, 4 niet. 
Men vindt dezen regel door het ontstaan van de aanvangstermen 
van het quotient na te gaan. 
dna. BARN 
UD Brenes le aftrekker 
dre 2e aftrektal 
J- afb —a°b° 2e aftrekker 


+ a°b 3e aftrektal 
enz. 


De 2° term van den deeler bevat 1 factor a minder en 1 factor 
b meer dan de 1° term; hiervan is het gevolg, dat hetzelfde geldt 
van elken aftrekker. Maar telkens is de 2° term van den aftrekker 
op het teeken na hetzelfde als de 1° term van het volgende aftrek- 
tal en deze 1° term moet door a worden gedeeld, om een nieuwen 
term van het quotient op te leveren. Zoo komt het, dat elke volgende 
term van het quotient een factor a minder en een factor b meer 
bevat dan de onmiddellijk voorafgaande. Dit zou even goed het 
geval zijn geweest bij deeling door a+ b. Dan was het teeken 
van den 2e" term van den 1°" aftrekker + geweest, dus dat van 
a°b in het 2° aftrektal —, dus ook het teeken van den 2en term 
van het quotient —; het teeken van den 2e? term van den 2e 
aftrekker ook — en dat van den 1°" term van het 3° aftrektal weer +. 

Is de exponent van a in het deeltal n, dan is die in den 1°" term 
van het quotient n — 1, die in den 2er term n — 2, die in den 3° term 
n— 3, enz., zoodaf n— 1 termen in het quotient komen, die a 
bevatten; de laatste term bevat geen factor a. In het geheel komen 
er dus 7 termen. Elk dezer termen heeft tot coëfficient 1; van elk 
is de graad n— 1. 

De 2° term van den laatsten afrekker kan alleen in teeken 
verschillen van den laatsten term van het deeltal: is dit het geval, 
dan is de rest = 2-maal laatstgenoemden term; is het niet het 
geval, dan gaat de deeling op. 

Bewijs, dat opgaan (n==een geheel getal) 

qe” et: b2n gan+1 en ban qèn+1 - b2r 1 gen SS bn 


a—b ’ a—b atb atb 
le Bewijs. (à la Bernoulli). 
Begin op de gewone manier te deelen: 


a—b /aP — b?\ ar! 
ar — aP—tb 


arb bb (art — bet), 
zoodat a? — DP = a?-t(a — b) + b(art— bet). De 1° term van het 
2e lid is deelbaar door a — b, dus a? —b° zal deelbaar zijn door 
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a—b, als aP?—! — bh? het is. Dit zegt: al* — bl° zal deelbaar zijn 
zijn door a — b, als a“ — a'° het is; a“ — bl? als al! —b!t het is, enz; 
zoo komt men ten slotte tot „als a! — bl het is”, en dit is zeker 
waar, zoodat voor elke waarde van n a” —b” deelbaar is door a — b. 

Indien de deeler a + b is, schrijft men hiervoor a — (— b); dan 











qan+1 — brl gan+t1 ms (— Dein 
komt voor DE) TEN 
en voor Glee Gn 
atb a — (— 6) 
2e Bewijs, met de Reststelling: „Als men deelt door x — a, 
is de rest = het deeltal, mits men hierin x door a vervange.” 


Bewijs dezer Stelling. Deeltal = deeler X quotient + rest is een 
identieke vergelijking (elke vergelijking, die uitdrukt, dat de uitkomst 
eener bewerking gelijk is aan wat er staat, vóór dat de bewerking 
verricht is, is identiek); dit wordt hier: „Deeltal = (x — a) quo- 
tient + rest” is waar, onverschillig, welke waarde men aan x geeft. 
Geeft men nu aan x de waarde a, dan komt er: „Deeltal, waarin 
x door a is vervangen, = rest”, want (a — a) quotient = 0. 

(De rest bevat x niet, omdat men pas ophoudt met deelen, wan- 
neer de rest van lager graad is dan de deeler en deze is van den 
graad 1 t.o.v. x, dus de rest van den graad O. Maakt men de 
deeling niet af, dan bevat de voorloopig verkregen rest x wel; de 
stelling blijft dan waar, mits men ook in die voorloopig verkregen 
rest x door a vervangt.) 


ini 
Toepassing van deze stelling op En toont terstond, dat de 


rest hier O wordt; is de deeler a + b, dan schrijft men hiervoor 
weer q — (—b). Zoo blijkt, dat 4 van de 8 deelingen opgaan en 
4 niet en ook, wat bij de niet opgaande de rest is. 

Met zegt meestal, dat er 3 merkwaardige quotienten zijn: men 
telt dan de niet opgaande deelingen niet mee en vat de beide op- 
gaande, die — in den noemer hebben, samen. Men kan even goed 
zeggen, dat er maar 1 is, omdat die met + in den noemer tot die 
met — worden teruggebracht. 


Samenvatting: a. min door min gaat altijd op, 

een som door een som bij oneven machten, 
een verschil door een som bij even machten; 

b. in den 1e" term van het quotient ontbreekt het 
2° grondtal, in den laatsten het 16; 

c. de exponenten van het 1° grondtal dalen met 
l af, die van het 2° klimmen met 1 op; 

d. de graad van alle termen van het quotient is 
1 lager dan die van het deeltal; 

e. alle termen van het quotient hebben tot coëffi- 
cientel 
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f. het aantal termen = de exponenten in het deeltal ; 
g. altijd en alleen, als men deelt door een 
som, dan keeren in de uitkomst de teekens 
om en om; 
h. indien de deeling niet opgaat, is de rest = 
2-maal den laatsten term van het deeltal. 
xibn+8 _ 98 24 
Voorbeelden. In — 5 Zijn de grondtallen x2”+l en 25, n is 8. 
z — 2y 
Wat is de pe term van het quotient ? 
Antwoord. De leis (x2”+!)?, 
de 2e (x2+1)6 maal 2y3, 
de 3e (x2n+1)B maal (273)?, 





de pe (x2n+18-P maal (2y3)P1 — Pl 2 t1lôn-p+S p8, 
De som der exponenten buiten de haakjes is steeds 7. 
xx +21 + yr! 
xx+1 d- ye! 
Antwoord. De Ie term is (x*+!)%, 


2e Voorbeeld. 








. Wat is de pe term? 


de 2e REN (xxtijel xl 
deze Heten 
de 4e el (xx+ti)x8 (yx—1)?, 2 


sbat EE Ne et NSE RE 
de pe + (xXtije pt! (yx-ljpl, — voor p even. 

De som der exponenten buiten de haakjes is steeds x. 

Indien Xx +1 oneven is, gaat de deeling op. 

Wat is de middelste term? Het quotient bevat x +1 termen, dus een oneven 
aantal, als x even is,en omgekeerd. In het 1e geval is er 1 middelste term, in 
het 2e 2. De som der exponenten is steeds x; als er 1 middelste term 
is, is die (xt) (px); zijn er 2 middelste termen, dan zijn deze 
(tl (ya en (xii (pxl), Het feeken van deze 
termen volgt uit de boven gemaakte opmerking, dat de pe term voor p 
oneven + heeft en voor p even —. Voor x even hangt het teeken dus af van 
de vraag, of If,x even of oneven is; voor x oneven van de vraag, of !/ax + !/3 
even of oneven is. 

x(e?) Ee pla) 


ate (a) 





3e Voorbeeld. Geef van het quotient de eerste 3 termen 


en den Kden term (Staatsex. 1918). 


| 
Antwoord. Omdat ) la? ) {a — x(0?) (denk aan: „moet een macht tot een 
macht worden verheven, dan moet men de exponenten vermenigvuldigen” en 
| 
vergeet niet, dat a?! maal a=—=a?P) en } (a ta ye), wordt 


en 
de 1e term van het quotient | la? alsa 


) 
$ ) 
de 2e term ) lap) bama (041) — ga? 2? (att) 
Ent nl —l —l 
iin eol hen rte, 
de ke term za?) bat) ya?” et gaP—kaP— yee—Da! 


(Opmerking. De haakjes in xe?) zijn strikt genomen niet noodig; in de 
opgave stonden zij, blijkbaar ter gemoetkoming.) 
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S 11. Andere toepassingen van de Reststelling. 

Uit de reststelling volgt terstond: 

Als een veelterm in x de waarde 0 krijgt bij vervan- 
ging van x door a, is hij deelbaar door x—a. 

L. Voorbeeld. Is x’ + 3x? — 4xt J- 12x° — 2x° 4 x — 11 deelbaar 
door x— 1? 

De Reststelling zegt, dat bij deeling door x— 1 de rest zal zijn 
het getal, waarin de vorm overgaat, als men x door 1 vervangt. 
Doet men dit, dan krijgt men 143 —4H12—2H1—11, dí. 
de som der coëfficienten. Deze blijkt hier O te zijn, dus de deeling 
door x— 1 gaat op. 

Om te onderzoeken, of de vorm deelbaar is door x-1, d.i. 
door x—(—l1), moet men Xx vervangen door — 1; alle oneven 
machten van Xx worden dan — 1 en alle even machten +1. 

Men komt zoo tot de regels: 

Een veelterm in Xx is deelbaar door Xx— 1, als de som der 
coëfficienten + de term zonder x= 0. 

Een veelterm in Xx is deelbaar door x+-1, als de som der 
coëfficienten van de oneven machten van x gelijk is aan die der 
even machten + de term zonder Xx. 


IL. Voorbeeld. Als m oneven is, is (a + b + Cc)” — a” — hb” — c” deelbaar door 
(a+ b)(b+c) (c+a). Bewijs dit. (v. Ev. no. 584—=no. 277). 

Oplossing. Als men deelt door a + b, is de rest = het deeltal, mits men 
hierin a vervangt door — b. Deze vervanging levert c” —(— b)” — b” — Cc”; om- 
dat m oneven is, is (— b)” —=— bh”, dus de rest —=0, d.i. de vorm is deelbaar 
door atb. Op gelijke wijze blijkt hij deelbaar door b +c en door c + a, 
zoodat hij deel-baar is door het ged. product der 3 factoren, aangezien deze 
onderling ondeelbaar zijn. 

Opmerking. Het is niet noodig, voor b+c en c+a de deelbaarheid ook 
nog na te gaan; omdat a, b en c in den vorm volkomen gelijk optreden, geldt 
wat van a+b is gevonden even goed voor de vormen, die uit a + b ontstaan, 
als men a door b en b door c en c weer door a vervangt. 


II. Als p een geheel pos. getal voorstelt, is pxP+1— (p + IX? + 1 deelbaar 
door x—1. Bewijs dit. (v. Ev. no. 435). 

Bewijs. Vervanging van x door 1 geeft p—(p+1)+1 of O0, dus de rest 
bij deeling door x—1==0, d.i. de deeling gaat op. 


IV. Bewijs zoo eenvoudig mogelijk, dat m (x”* — 1) —n(xX”’— 1) deelbaar is 
door (x—1)?. (v. Ev. no. 523.) 


Bewijs. Dat de deeling door x— 1 opgaat, blijkt uit het feit, dat vervanging 
van X door 1 O0 oplevert. Het quotient bij deze deeling is volgens 8 10 
mri + xr HE. d-1) an (ML ME mEt, +1). 
Vervangt men hierin x door 1, dan komt er 


m(lt1l41+....…. HD -nll ll... N 
n termen m termen 


d.i. mn—mn of O, zoodat het quotient weer deelbaar is door x— 1 en de 
gegeven vorm door (x—1)?. 


S 12. In vraagstukken over deelbaarheid, waarin gevraagd 
wordt, voor welke waarden eener letter de deeling opgaat, doet 


SS 12, 13. 12 


men het best, de deeling uit te voeren: in de rest treedt de letter 
(of de letters) op, waarvan de waarde wordt gevraagd. Deze rest 
moet identiek = OQ zijn, wat alleen het geval is, wanneer alle 
coëfficienten der rangletter = O0 zijn (bewijs, zie 8 21). Zoo krijgt 
men een vergelijking (resp. vergelijkingen), waaruit men de gevraagde 
waarde(n) der letter(s) vindt. 


Voorbeeld. Wat zijn de waarden van a en b, als men weet, dat de veelterm 
x3 + (a + b)x? + (b2—69) x + 3b deelbaar is door Xx? HX H1? (wv. Ev. no. 123.) 


Oplossing. x2 JX 1 / Xx + (at bx F (hb 69) XE 3D Ne xXx +(ad-b—1). 
de Sl Et Xx 





(a + b—1) Xx? + (b2 — 70)x + 3b 
(a Hb — 1) Xx? + (at-b—1)Xx + (a tb—1) 


(—adb?—b—69) Xx +(—at2b+H1). 
Zal deze rest identiek =0 zijn, dan moet —a+b?— b—69—=0 
en —a 20+ 1=0 
af 
b2—3b—70—=0 waaruit 
volgt: b=10 of —7 (zie 8 90). Substitutie geeft: a —=21, resp. =— 13. 








S 13. Dat de waarde van een algebraïschen vorm voor elke 
waarde, die men aan een er in voorkomende letter geeft, deelbaar 
is door een rekenkundig getal, wordt bewezen door èn den vorm 
(òf een vorm, die er mee in een bekend verband staat) èn het 
rekenkundig getal in factoren te ontbinden en dan aan te toonen, 
dat alle factoren van het getal voorkomen in die van den vorm. 
Bij deze vraagstukken stellen de letters steeds geheele getallen voor. 


Voorbeeld. 131 — 13 is steeds deelbaar door 182 (v. Ev. no. 373). 
Bewijs. 13%+H1— 13 =13 (13% — 12%) =13 (13% 4 1%) (13 — 1”). 


le Geval. n oneven; dan is 13” +1” voor elke waarde van n deelbaar door 
13 +1 of 14, dus de opgegeven vorm bevat dan de O.O.factoren 13 en 14, 
d.i. hij is deelbaar door 13 X 14 of 182. (O.O. beteekent: onderling ondeelbaar.) 


2e Geval. n even; dan is 13% — 1” —=(132)!/2* — (12)!2”, waarin Won een 
geheel getal is. Dit verschil is deelbaar door 13° — 1? of door (13 + 1) (13 — 1), 
dus het bevat den factor 14. De opgegeven vorm bevat dan weer de factoren 
13 en 14 (ook den factor 12, maar daarnaar wordt niet gevraagd). 


Ze Voorbeeld. Als n niet deelbaar is door 3, dan is nt + n° +7 deelbaar 
door 9. (v. Ev. no. 352.) 


Bewijs. nt n° +7 zal door 9 deelbaar zijn, als n*+n?—2 het is en 
nt dn“ —2=(n* +2) (n +1) (n—1). Gegeven is: n is niet deelbaar door 3, 
dus òf nl òf n—l wèl, dus n?—l ook, dus n? +2 ook, zoodat 
(n2 +2) (n +1) (n —1) zeker 2 factoren 3 bevat. 


3e Voorbeeld. Voor elke geheele waarde van nis n(n+1)(2n +1) een 
6-voud. (v. Ev. no. 472.) 


Bewijs. Of n òf n +1 bevat den factor 2. Indien nòch n nòch n +1 den 
factor 3 bevatten, bevat 7 — 1 den factor 3, dus 2n — 2 ook, dus 2n +1 ook, 
zoodat het gegeven product zeker een factor 2 en een factor 3 bevat, dus 
door 6 deelbaar is. 
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4e Voorbeeld. a°— a? is deelbaar door 60. 


Bewijs. af — a? =a? (a? +1) (a +1) (a —1) moet blijken voor elke waarde 
van a minstens 2 factoren 2, 1 factor 3 en 1 factor 5 te bevatten. 

Factoren 2. Is a even, dan bevat a? 2 factoren 2. Is a oneven, dan zijn 
alen a—l beide even. In elk geval dus 2 factoren 2. 


Factor 3. ÔÒf a òf a—1 òf at-1 bevat den factor 3. 


Factor 5. Indien noch a noch a +1 noch a—l1l een factor 5 bevat, moet a 
een 5-voud + 2 zijn, dus a? een 5-vond +4, dus a? +1 een 5-voud. 
In elk geval bevat het product a? (a? +1) (a +1) (a — 1) dus den factor 5. 


S 14. Definities. Ontbinden van een algebraïschen vorm in 
factoren is het zoeken van algebraïsch geheele rationale vormen, 
waarvan de gegeven vorm het (gedurig) product is (in de coëffi- 
cienten mogen wel wortelvormen optreden). 

Een vorm van den 1°"! graad heet ondeelbaar, wanneer de er 
in optredende coëfficienten tot G.G.D. hebben 1 (een getal zonder 
letter ook als coëfficient te rekenen). 

Een vorm ín het algemeen heet ondeelbaar, als hij niet kan 
worden voorgesteld als het product van algebraïsch geheele ratio- 
nale vormen. 

Een algebraïsche vorm is in enkelvoudige factoren ontbonden, 
wanneer hij is voorgesteld als het product van ondeelbare vormen. 


S 15. Ontbinding in factoren van een tweeterm. Men beproeft, 
of de tweeterm kan worden opgevat als som of verschil van ge- 
lijknamige machten, liefst als het verschil van 2 kwadraten. 


Voorbeeld. Ontbind alö+b15 op 2 wijzen in 3 factoren. Vergelijk beide 
producten met elkander en tracht dan den vorm in 4 factoren te ontbinden. 
RE HO, 202). 


Oplossing. le manier. (253 + (653 —=(aö + b5) (a!° — a5bö + b'0) — 


— (a + b) (at — 03% + a2b? — ab3 + bi) (a!° — adbs Hb) e(D) 
2e manier. (a3}? + (b°)? —= (a? + 52) (al? — ab? + afbö — a°b° + b12) — == 
— (a + b) (a? — ab Hb?) (al? — 293 + afbe — 35° + b2) . (1) 


Nu is a*—ab+b? deelbaar op al° — 45b° + b!0, zoodat men in (I) al° — 4565 + biÒ 
weer als product van 2 factoren kan schrijven. 


S 16. Ontbinding in factoren van een drieterm van den 
Zen graad Ax* + Bx + C of een vorm, die zich tot deze gedaante 
laat terugbrengen. 

bemanter Met behulp eener vierkantsvergelijking. 
Stel den vorm =0 en los de vierkantsvergelijking op, die dan 
ontstaat. De vorm is A (x— de eene wortel) (x — de andere wortel) 
(bewijs, zie 8 91). Er komen rationale factoren, als de discriminant 
een volkomen kwadraat is (8 92). 

Banner mopltisine vanden middelterm.lsA=S:1, 
dus de vorm van de gedaante x° + px-q, dan zoekt men 2 ge- 
tallen e en h, zóó, dat g4-h=p en gh=g. De vorm is dan 
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(xe) (xt-h). Is A1, dan schrijft men voor Ax? + Bx + C 

A°x? + ABx +4 AC of (Ax)? + B (Ax) + AC 
A 

en h, zóó, dat g4-h=B en gh=AC. De gegeven vorm is dan 


EE la) Men kan ook zeggen: Zoek 2 getallen g en A, 


en zoekt 2 getallen 2 











zóó, dat g+ h=B en gh == AC, dus Ce en schrijf voor den 
vorm: Á 


AC mept S =(Ar da) Arte) =lAr dalle) 


3 manier. Aanvulling tot een volkomen kwadraat. 
Is A=l, dus de vorm van de gedaante x° + px+-q, dan kan 
men hiervoor schrijven 
2dpxtdp (Ap? —g) of (xt Ap) Ep 
en nu kan men ontbinden: „som maal verschil.” Is A £ 1, dan schrijft 
(Ax)? EB(Ax) AC — (Ax tAB AEG 
men A == A ) 
den teller kan men nu ontbinden. 





Een vorm als 4x? —2xy — 8x — 12y? + 23y —5 (v. Ev. no. 227) schrijft 
men als een drieterm in x: 4x? — (2y + 8)x — (12p?2 — 23y + 5). 

Men moet nu 2 vormen g en h zoeken, waarvan de som — (2y +8) is en 
het product —4(12p? — 23y +5). Men begint met het product te ontbinden; 
het is —4(3y —5) (4y — 1) of (—8y + 2) (6y — 10). Dat men de beide factoren 
2, die 4 bevat, over de 2 factoren moet verdeelen en aan den éénen factor 
het minteeken moet geven, moet blijken uit het feit, dat de som der factoren 
—2y—8 moet zijn. 

Evenzoo: x?+2x—2x/5+16— 85 (v. Ev. no. 221). 

Schrijf x?+(2—2V5)x+16 —8 5. 
Ax? —2a—2xWa5Wab—2b—2x/b (v. Ev. no. 468). 
Schrijf 4x? — 2 (Wa +Wb)x — 2a +5 Wab — 2. 

In de factoren zullen hier wortelvormen optreden: dat is geen bezwaar, 

indien slechts x niet onder een wortelteeken voorkomt. 


S 17. Ontbinding ín factoren van een vorm van hoogeren 
graad dan van den 2°P. 

Men stelt den vorm ==0 en lost de vergelijking op, die daardoor 
ontstaat; de vorm is dan =den coëfficient van de hoogste macht 
van Xx, die er in optreedt, maal (x — 1° wortel) (x — 2® wortel) (x — 38 
wortel), enz. (bewijs, zie 88 116, 117, 118). 

In vele gevallen echter zal men de oplossing van die vergelijking 
niet kunnen terugbrengen tot die van een of meer vierkantsverge- 
lijkingen en dan levert die oplossing meestal even groot bezwaar 
als de ontbinding in factoren. Natuurlijk brengt men een factor, 
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die in alle termen voorkomt, buiten haakjes; verder probeert men 
met de reststelling ($ 11), of de vorm deelbaar is door x— een 
factor van den bekenden term (vooral door x— 1 of door x—-1). 


Voorbeeld. Ontbind 2x3 + 17x°? 4 23x — 42 in 3 factoren van den len graad. 
Ontbinding. Omdat de som der coëfficienten —0, is de vorm deelbaar 
door x—1; deeling geeft als quotiënt 2x? +19x +42 en dit — (2x +47) (x + 6), 
zoodat 2x% + 17x? + 23x — 42 —= (Xx — 1) (x +6) (2x +7). 
Opmerking. Wordt gevraagd, de vergelijking 
2x° J 17x° + 23Xx—42=0 op te lossen (Staatsex. 1922), 


dan ontbindt men het 1° lid, gelijk hier gedaan is, in factoren; 
uit (x—1) (X+-6) (2x +7) =0 volgt, dat de wortels zijn 1, 
— 6 en — 34. Hier gaat men dus juist andersom te werk als boven 
gezegd werd: de ontbinding is hier een middel om een vergelijking 
op te lossen, niet omgekeerd. 


Soms gelukt het, een vorm te schrijven als verschil van 2 kwa- 
draten of als som of verschil van 2 derde of hoogere machten. 


Voorbeelden. af + ab? + bt = (a? + b°)° — (ab)}?, enz. 
at 4 bt =(a? + 4b} — (ab)°, enz. 
a°+-3a°+-3aJ-2 —= (a +1) +4 12, enz. 
Ot (at re (XE) ENZ. 
(v. Ev. no. 247.) 


S 18. Grootste Gemeene Deeler. 


Definities. De G. G. D. van 2 of meer algebraïsche vormen 
is de G. D. van die vormen, welke van den hoogst mogelijken 
graad is en waarvan de coëfficienten zoo groot mogelijk zijn. 

Een Gemeene Deeler van 2 of meer algebraïsche vormen is een 
vorm, welke op die alle deelbaar is, zonder dat in een der quotienten 
een gebroken coëfficient voorkomt. 

Manieren, om den G. G. D. van algebraïsche vormen te bepalen. 

1e. Ontbind elken vorm in factoren en neem het product van 
de gemeenschappelijke factoren, elk met den laagsten exponent, 
waarmee hij in een der vormen voorkomt. 

2e. Deel den vorm van den laagsten graad op dien van den 
hoogsten; de rest (indien de deeling niet opgaat; mocht zij opgaan, 
dan is de vorm van den laagsten graad zelf de G.G.D.) op den 
als deeler gebruikten vorm; de nu komende rest op den nu als 
deeler gebruikten vorm, enz. 


Men houde in het oog: 

1. Een gemeenschappelijke factor van beide vormen is zeker 
een factor van den G.G.D. Ziet men zulk een factor, dan deelt 
men beide vormen daardoor en zoekt van de quotienten den G.G.D.; 
deze, vermenigvuldigd met den gemeenschappelijken factor, levert 
den gezochten G.G.D. 
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2. Een factor, dien de ééne vorm wel en de andere niet bevat, 
behoort zeker niet tot den G.G.D.; den vorm, waarin hij voor- 
komt, deelt men er door; dit brengt geen verandering in den G.G.D. 

3. De G.G.D. van 2 vormen verandert niet, als men een der 
vormen met een getal vermenigvuldigt, mits dat getal geen factor 
zij van den anderen vorm. Dit past men toe, als een vorm gebroken 
coëfficienten bevat of deze bij deeling zouden ontstaan. 

Telkens zooveel mogelijk regel 2 toepassende, komt men ten 
slotte steeds òf tot een rest O (dan is de laatste deeler de G.G.D.) 
òf tot een rest 1 (dan zijn de vormen O. O.). 

Wil men den G.G.D. van meer dan 2 vormen door deeling vin- 
den, dan zoekt men eerst dien van 2 der vormen, dan dien van 
den zoo gevonden G.G.D. en een 3°" vorm, enz., tot alle vormen 
gebruikt zijn; de laatste gevonden G.G.D. is de gezochte. 


Voorbeeld. Zoek den G.G.D. van x%+4 22 13xt 14 10x% 
en F2 6x” + Zr 22 (yv. Ev. no. 184.) 

Berekening. Terstond ziet men, dat elke term van den Ien vorm door 
x* en elke term van den 2en door x%”? deelbaar is: dit levert voor den 
G.G.D. den factor x”-2 Er blijft over: x3 + 2x? — 13x + 10 

en x* —6x? + 3x + 2. 

De som der coëfficienten is bij elk dezer vormen —=0, dus ook x—l1 is een 
gemeenschappelijke factor (8 11). Deelt men den len vorm er door, dan is 
het quotiënt x°+3x—10 of (X—2)(x +5). Deelt men x—2 op x*—6x° + 3x + 2, 
dan blijkt ook deze deeling op te gaan; quotiënt = x? + 2x°— 2x — 1; dit quotiënt 
blijkt niet =0 te worden na vervanging van Xx door —5, dus het is niet 
deelbaar door x +5, zoodat de gemeenschappelijke factoren van beide vormen 
blijken x”-2, x—1 en x—2; de G.G.D. is dus x*-2(x — 1) (£ — 2). 

2e Voorbeeld. Welke waarden moet men aan a toekennen, opdat de brenk 

id 4 
x3 — (a —2)x° —10x +42 —1 
van teller en noemer van lageren graad zijn? Welke waarde van a geeft de 
grootste vereenvoudiging? (v. Ev. no. 588.) 


vereenvoudigd kan worden tot een breuk, waar- 


Oplossing. Teller en noemer zullen door een G.D. moeten worden gedeeld. 
De teller is (x+3)(X-—4). Een van deze 2 factoren moet op den noemer 
deelbaar zijn; de grootste vereenvoudiging krijgt men, als men voor a een 
waarde kan vinden, waarvoor de noemer door beide factoren deelbaar is. 
Substitueer voor Xin den noemer — 3; er komt — 27 — 9 (a — 2) + 30 + a°—1 
of a —9a 20; dit —=0 voor a—=4 en a—=5. Geeft men a de waarde 4 of 
de waarde 5, dan zijn teller en noemer dus deelbaar door x+3. Nu zoekt 
men, welke waarde a moet hebben, om den noemer deelbaar te maken door 
Xx-—4 en daartoe substitueert men voor x 4; er komt 64—16(a—2) —40 +4? —l1 
of a°—16a +55; dit =0 voor a—=5 en a—=ll. Neemt men a=5, dan is de 
noemer deelbaar zoowel door x + 3 als door x—4; deelt men teller en noemer 


door deze beide factoren, dan wordt de breuk De 


S 19. Kleinste Gemeene Veelvoud. 


Definities. Het K.G.V. van 2 of meer algebraïsche vormen is 
het gemeene veelvoud van die vormen van den laagst mogelijken 
graad, waarvan de coëfficienten zoo klein mogelijk zijn. 


17 SS 19, 20, 21. 


Een Gemeen Veelvoud van 2 of meer algebraïsche vormen is 
een vorm, waarop deze vormen alle deelbaar zijn, zonder dat in 
een der quotienten een gebroken coëfficient voorkomt. 

Manier om het K.G.V. van algebraïsche vormen te bepalen. 

Ontbind de vormen in factoren; het product van alle factoren, 
elk met den hoogsten exponent, waarmee hij in een der vormen 
voorkomt, is het K.G.V. 


Opmerking. De eigenschap uit de Rekenkunde: „Van 2 getallen 
is het product = G.G.D. X K.G.V.” geldt ook voor algebraïsche 
vormen; het bewijs loopt geheel als dat in de Rekenkunde. Deze 
eigenschap kan gebruikt worden, om het K.G.V. te vinden, als men 
niet in de ontbinding in factoren slaagt. Heeft men van meer dan 
2 vormen het K.G.V. te bepalen, dan kan men eerst dat van 2 der 
vormen zoeken, daarna dat van dit K.G.V. en een 3e? vorm, enz., 
tot alle vormen gebruikt zijn; het laatst gevonden K.G.V. is het 
gezochte. 


S 20. Gebroken vormen. 


Definities. Een vorm heet algebraïsch gebroken, wan- 
dan 
neer er een of meer letters in een noemer voorkomen: pis alge- 


braïsch gebroken; is algebraïsch geheel, maar rekenkundig ge- 


a 
2 
broken. 

Onecht gebroken is de vorm, wanneer hij zóó kan herleid 
worden, dat geen letter meer in den noemer voorkomt. 

Een breuk heet vereenvoudigd, wanneer zij is voorgesteld 
door een andere, waarvan teller en noemer van lager graad zijn; 
regel is, dat men den graad van teller en noemer zoo laag mogelijk 
maakt. 

De graad eener breuk = graad van den teller min graad van 
den noemer; een breuk kan ook van negatieven graad zijn. 

Indien men algebraïsch gebroken vormen als factoren toeliet, zou 
elke vorm in factoren te ontbinden zijn; dan was b.v. a deelbaar, 


want a =, X 4°; men komt dan echter in strijd met de definitie 


van ontbinden uit 8 14. 
Eveneens komt men met die definitie in strijd, als men b.v. a 


ontbonden acht in Wa en Wa; a? +b? zou te schrijven zijn als 
(a + bi) (a — bi), maar i staat voor W—1. 





S 21. Identiek gelijke vormen. 

Definitie. Twee algebraïsche vormen heeten identiek gelijk, 
als zij voor elke waarde van de er in optredende letter(s) gelijke 
waarde hebben. 

L. Roorpa, Theorie der Algebra. 7 


8 21. 18 


De identieke gelijkheid wordt aangeduid door het teeken ==. 

Identiteitsstelling. Als 2 naar de machten van x gerang- 
geschikte veeltermen identiek aan elkaar gelijk zijn, hebben de 
gelijknamige machten van x in beide veeltermen gelijken coëfficient 
(de term zonder x geldt ook voor coëfficient). 

Voor het bewijs laten wij voorafgaan de 

Hulpstelling. Voor elken veelterm in x, die gerangschikt is 
naar de afdalende machten, geldt: men kan aan x een zoo groote 
eindige waarde geven, dat de volstrekte waarde van den Ie" term 
grooter is dan die van alle volgende termen samen, zoodat het 
teeken van den coëfficient van den 1°" term tegelijk het teeken is 
van de waarde van den geheelen veelterm. 


Bewijs. Zij de veelterm Ax” + Bx! + Cx” * +... + Px HQ 
(n 4-1 termen; van de coëfficienten kunnen er 1 of meer = 0; 
alleen A Z 0; den term zonder x noemen wij hier ook coëfficient). 
Laat van de coëfficienten B, C, D... b.v. G de grootste zijn (andere 
mogen hoogstens = (GG). Geven wij aan x groote waarden (dus 
zeker >> 1), dan ís xt xt ts, enz. De. SOM ER OIS 
waarden van de termen Bx”! + Cx”? +... + Px-Q is dus 
zeker <nGx”-!. Maar men kan de volstrekte „waarde van Ax” 
altijd nog grooter maken dan die van nGx”—!: immers |Ax” | > [nGx”4| 


Xx | >> en en hieraan kan zeker worden voldaan, 


aangezien men x elke eindige waarde kan toekennen. 


Opmerking. Aan de ongelijkheid: E | >| Ee | kan niet door een 


eischt alleen: 





eindige waarde van x worden voldaan, als A=0; dit geval was 
in het vorige bewijs uitdrukkelijk buitengesloten. Op het eerste 
gezicht kan het schijnen, dat het geen zin heeft, het geval „A= 0” 
te noemen; men zou kunnen zeggen: dan kan men van een vorm 
van den 1e" graad wel zeggen, dat hij van den 2en, 3er, enz. graad 
is; immers men verandert er wezenlijk niets aan, als men er Ox?, 
Ox®, enz. voor zet. Inderdaad verandert de waarde van den vorm 
door deze toevoeging niet, zoolang men x geen oneindig groote 
waarde toekent. Maar dat men wel verplicht is, de mogelijkheid 
open te laten, dat de coëfficient van de hoogste macht van A == 0, blijkt 
b.v. duidelijk, als men de gelijkheid Ax? + Bx + C = Dx + Ex + F 
schrijft in de gedaante (A — D) x° + (B —E)x + C — F=0. 
Bewijs der Identiteitsstelling. Zij 
Ax’ +Bxt + Cx° + Dx° + Ex 4 FZ Gx° 4 Hxt d- Kx d Lx? 4 Mxt-N, 
dan moet F==N, want anders zou de gelijkheid niet bestaan voor x= 0. 
Schrijf haar in den vorm 
(A—G)x’ (B —H)x* + (C—K)x? +(D —L)x° +(E—M)x+F—-N==0 
of 


x H(A — G)x* + (B— H) 8 (C—K)x2(D—L)x +E—Mi=—(F=N). 
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Nu kan men volgens de hulpstelling aan x steeds een waarde 
geven zóó groot, dat de vorm tusschen accolades het teeken krijgt 
van A — QG, tenzij A — G =0. Maar als de vorm binnen accolades 
een pos. of neg. teeken heeft, zal hij, na vermenigvuldiging met 
de gekozen groote waarde van Xx, nimmer =0 kunnen worden. 
Het uitzonderingsgeval: A —G=0 moet zich hier dus voordoen, 
d. í. A=G. Dan kan men in den vorm tusschen accolades (A — G) x* 
schrappen. 

Op x5(B — H) x° + (C — K) x° + (D —L) x + E — M$ ==0 kan men 
gelijke redeneering toepassen; dan blijkt: B=H. Zoo gaat men 
BRORenvindt: A —G, BH, C-—=K, enz. 


Opmerking. Zijn de beide veeltermen van ongelijken graad, dan 
kan men dien van den laagsten graad aanvullen met termen, die 
elk den coëfficient O hebben, tot zijn graad gelijk is aan dien van 
den anderen veelterm. Een bijzonder geval hiervan is, dat de ééne 
„veelterm”’ eenvoudig O is. Dan leert de Identiteitsstelling: Heeft 
een veelterm voor elke waarde van x de waarde 0, dan zijn al zijn 
coëfficienten (met inbegrip van den term zonder x) O0. 


Vraagstuk. Schrijf OE 


met noemers van den eersten graad (v. Ev. no. 469 met redactiewijziging). 


als som van 2 enkelvoudige breuken 


Oplossing. Ontbinding van 10x°—29x +10 geeft als factoren 2x —5 en 
5Xx—2; dit worden de noemers der gevraagde breuken, dus 
19x — 16 do 1E B 
10x2 — 29x +10 2-5 5x 
waarin A en B nog bepaald moeten worden. Breng beide breuken onder den 
noemer 10x° — 29x + 10, dan blijkt: 
19x— 16 __ A(5x—2)+B(2x—5). 


10x? — 29x +10 10x? — 29x + 10 fj 


A (5x —2) +B(2x—5) = 19x — 16 of 
(BA + 2B) x — (2A + 5B) = 19x — 16. 


Dit eischt: 5A + 2B =19} 
2A + 5B—=165’ 
Wd EED Te EL 

10x2 — 29x +10 2-5 5Xx—2 








dan moet 


waaruit men vindt: A =3 en B=2, zoodat 





S 22. Breuken van de gedaante 5: Wanneer men teller en 
noemer eener breuk met eenzelfden factor vermenigvuldigt, verandert 
de waarde der breuk niet. Gebruikt men als vermenigvuldiger een 
vorm, die voor een waarde der er in voorkomende letter = O0 wordt, 
dan krijgt men na de vermenigvuldiging een breuk, welke voor die 


waarde der letter de gedaante 0 aanneemt. 


SI: 20 





B. en Vermenigvuldig teller en noemer van a. met REE 


— 2 
—4X F3 Ta ze 
komt 5 56! Voor x==3 wordt dit 0 dus schijnbaar onbe 


ad In werkelijkheid is de waarde volkomen bepaald, nl. wat 





eer WOrdtsvOOr Xi IT 
x—?2 


Omgekeerd staat vast: als een breuk voor een of andere waarde, 
welke men aan een in teller en noemer voorkomende letter geeft, 


de gedaante aanneemt, hebben teller en noemer een gemeen- 


schappelijken factor. Dit volgt terstond uit de Reststelling ($ 11). 
Immers in md 

Xx —5Xx 6 
geldt van den noemer; teller en noemer zijn dus beide door x — 3 
deelbaar. Men deelt teller en noemer door dien gemeenschappelijken 





wordt de teller = 0 voor x =3; hetzelfde 


factor: de breuk heeft dan niet meer de gedaante 0. VWN 3. 


Mochten bij een breuk ook na deze deeling teller en noemer beide 
=— 0 worden voor een bepaalde waarde van x, dan deelt men beide 
nog eens door een gemeenschappelijken factor. Men deelt zóólang, 
tot geen gemeenschappelijke factor meer aanwezig is; dan is het 
niet mogelijk, dat voor eenzelfde waarde van x teller en noemer 
beide = 0 worden. 

xS — 4x? + 4x —3 
X3— 22 2x 3 
Oplossing. Teller en noemer worden beide —=0, als men voor x 3 substi- 


nen 
tueert, dus zij zijn beide deelbaar door x—3. Na deeling komt er Fi en 





Vraagstuk. Waf is de waarde van voor x=3? 


dit wordt ='/i3 VOOr. 


Vraagstuk. Bereken, zonder de machten in den teller te ontwikkelen, de 


x— 3) werfen Shet 
GEREED voor x—2 (Vv. Ev. nos34Ik 


Oplossing. Schrijf voor 2x—4 x—3-—(l —x), dan blijkt, dat men te 
doen heeft met een merkwaardig quotiënt; uitkomst: 
(Xx — 3)? + (4 —3) (1 —x) + (1 —x}? of x2— 4x +7; 
voor X==2 wordt de waarde hiervan 3. 


waarde van 





LAA ye Of 5 me 
Vraagstuk. Bepaal de waarde van Varde 


voor 
wg V3e® —10x 43 2Vx—3 








Oplossing. Deel teller en noemer door Vx—3. Er komt 
Vx7— Wax 1 
V3x—1—2 
Vio-V5 _ W2—i)5 
TAR KEE 








en dit wordt voor x=3 


—il, 5, 


21 88 22, 23. 


Pl xl 1 

—_l’ xl’ x—1’ 
worden voor x=l teller en noemer elk = 0. Maar schrijft men. 
de quotienten uit, dan komt er: x° xl, xx d-x 1, 
xt XPH XPH Xx +1, enz, zoodat de waarde voor x= 1 achter- 


Os 
eenvolgens blijkt: 3, 4, 5, enz. Algemeen: ne WOT Ri VOOr 








In de merkwaardige quotienten enz. 





x= 1. Ook voor gebroken waarden van n geldt dit: b.v 
xls —1 | | 
Ed wordt voor x=1 gelijk 3 

xin 1 1 
vi! Le n—l n—? 


Hs es se all 
in den noemer komen n termen, die elk = 1 worden, dus de waarde 
1 








ee 
van IS VOO al, 
Hs | sd 
In plaats van: DEET WOrG ro VOOL Ns — kane mensook 
zeggen: als men Xx onbepaald tot de limiet 1 laat naderen, nadert 
xl id ore 
SEE tot de limiet 3. (def. van limiet, zie 8 30.) 
Vraagstuk. Bepaal lim Vr-ls (Staatsex. 1922). 
al Wil. 
: 4 x5— 1 B xl Xl 
Oplossing. Schrijf voor de breuk pet en hiervoor ET enn 


xt xr —1 
Nadert x tot de lim. 1, dan nadert het deeltal tot de 
lim. 1/5 en de deeler tot de lim. 1/,; het quotiënt dus tot de lim 7/5. 


, xe — 4x? + 4x —3 
Vraagstuk. Bepaal de lim, waartoe de breuk EP DTE 


wanneer x onbepaald nadert tot 3 (Staafsex. 1918. X : 3). 











nadert, 


Oplossing. Boven is reeds gebleken, dat het antwoord luidt: 7/3. 

Men kan dit ook vinden als volgt. Dat x onbepaald tot 3 nadert, kan uitge- 
drukt worden door: x=3 + h, waarin h een pos. of neg. getal voorstelt, dat 
onbepaald nadert tot 0. Substitueer 3 + h voor x; er komt 

ene Olsa We eet oh EE Al, 
(3 HA) —2(3 HM —2M3 HA) —-3 13hHTh2 HAP 13 +Th + A? 
Als h onbepaald tot O nadert, nadert deze breuk onbepaald tot 7/,3. 








S 23. Kringverwisseling. Identiteiten. Men rangschikt niet 
altijd alfabetisch. Het gedurig product van ab, atc en b+c 
zal men liefst schrijven in den vorm (b + c) (c + a) (a + b). In elken 





ik nadert, als x onbepaald nadert tot 1,” 


*) Dit beteekent: „de limiet, waartoe Ee 


8 23. 22 


factor treden 2 van de 3 letters op; nu krijgt men de fraaiste volg- 
orde, als men rangschikt naar de ontbrekende letter, dus 6 +c 
voorop. Verder valt op te merken, dat de 2° factor uit den If? ont- 
staat door vervanging van b door c en van c door a; de 3° uit den 
À 2en door vervanging van c door a en van a door &. 
sp Den gang van deze verwisseling ziet men het duide- 
“p liĳkst uit bijgaand figuurtje. Dergelijke verwisseling 
heet kKringverwisseling. Als zij de wet aangeeft, 
volgens welke een volgende term uit den onmiddellijk voorafgaanden 
wordt gevormd, nemen a, b en c in den veelterm geheel overeen- 
komstige plaatsen in; wat voor a geldt, geldt ook voor & en voor c; 
wat voor een bepaalde combinatie van a, b en c geldt, geldt ook 
voor de eombinaties, welke door kringverwisseling uit haar zijn af 
te leiden. Vele lange vormen worden overzichtelijk, als men de wet 
der kringverwisseling er in opmerkt. 


Voorbeeld. Als 9a°(b + c) + 96° (c + a) + 9? (a + b) —2(a tb Hc}? deel- 
baar is door a +b—2c, welke factoren bevat het dan nog meer? (Deel van 
een vraagstuk van het Staatsex. 1922.) 


Oplossing. In de eerste 3 termen heerscht de wet der kringverwisseling, 
terwijl de 4e door deze verwisseling niet van inhoud verandert. Hieruit volgt, 
dat, als de vorm deelbaar is door atb—2c, hij ook deelbaar is door 
b+c—?2a en door c +a—2b. Dan is hij (deze factoren zijn O.O.) ook deel- 
baar door (a + b — 2c) (b + c — 24) (c + a — 2b). Hij is van den 3den graad en 
kan dus buiten deze 3 factoren geen factor bevatten, waarin een letter optreedt; 
hoogstens een getallenfactor. Noem dezen Kk, dus 9a°(b + c) + 9b°(c + a) + 
+ Ic (a + b)—2(a tbe} =k(atb—2e) (b + e—2a) (ce + a—2b). Om de 
waarde van K te vinden, is het voldoende, één term uit het 2e lid te verge- 
lijken met den gelijksoortigen uit het le. Neem b.v. den term — 2ka®; in het 
le lid komt a® niet anders voor dan in — 24°. Bijgevolg is k—=1. Zoo is de 
vorm in 3 enkelvoudige factoren ontbonden. (In de volledige opgave werd ook 
het bewijs gevraagd van de deelbaarheid door a+ b—2c; toepassing van de 
Reststelling.) 


2e Voorbeeld. bc? (c?—b2) + c?a? (a? — Cc?) + a2b° (b2—a?) = (b2—C?) (Cc2—a°) (a? —b°). 
Bewijs. Toepassing der Reststelling leert, dat het 1e lid deelbaar is door 
b° —c?. Omdat voor het le lid de wet der kringverwisseling geldt, is het dan 


ook deelbaar door c° —a* en door a°—b*. Gelijke opmerkingen als bij het 
vorige vraagstuk leiden nu tot de conclusie, dat beide leden gelijk zijn. 


3e Voorbeeld. (be —b'e) + (ca'—cCc'a)? +(ab'—a'b)? = 
= (a? Hb? + C®)(a'2 Hb'2 HC?) —(aa' + bb' Hec)’. (ldentiteit van Lagrange.) 


Bewijs. Omdat de wet der kringverwisseling blijkt te gelden zoowel voor 
de letters zonder als voor die met accenten, is men zeker van de identiteit, 
als bewezen is, dat 1 letter, b.v. de a, in beide leden op gelijke wijze voor- 
komt. In het 1e lid komt a voor, vermenigvuldigd òf met b’ òf met c' en 
bovendien ín de dubbele producten 2aa'bb' en 2aa'cc'. Ten opzichte van a 
nemen b en c,‚ resp. b’ en c'‚ volmaakt dezelfde plaats in, dus ik behoef alleen 
na te gaan de termen waar a met b' optreedt en het dubbel product 2aa'bb'. 
In het 2e lid valt a?a'? weg. Zoo blijven ter toetsing alleen over de termen 
a°b'* en — 2aa'bb'. Inderdaad blijken deze ook in het 2e lid voor te komen en 
geen andere, die enkel factoren a met b’ of a met a'bb' bevatten. Hiermee is 
de identiteit aangetoond. 


Ps 


Cen 


SS 24, 25, 26. 


HOOFDSTUK II. 
Wortelgrootheden. 


S 24. Definities. De n° wortel uit een getal is een getal, dat, 
tot de n° macht verheven, het eerste getal oplevert. Voor „getal” kan 
men hier ook lezen: „algebraïsche vorm”. 

Wortels met denzelfden wortelexponent heeten gelijknamig. 
Gelijknamige wortels met gelijk grondtal en ook die, welke na 


herleiding gelijk grondtal krijgen, heeten gelijksoortig; W3 is 


gelijksoortig met 4/3; W175 met W7, want V175=5M7. 


S 25. Eigenschappen van wortels, 8 in getal. 
BINGO Wabe [bijzonder. geval: pr aPm=(i? 4P)"]. 


sin ALBA 
b) er Tb. Alle 4 in beide richtingen te lezen; 
mn dan zijn het er 8. 
RE — Ta | 
BR — 742 


Bewijs voor alle 4 (3): 

Vraag: Welke bewerking moet op het 1° lid worden toegepast, 
om het wortelteeken te doen verdwijnen? Pas dezelfde bewerking 
(machtsverheffing) toe op het 2° lid en constateer in elk der 4 ge- 
vallen, dat de uitkomsten in het 1° en het 2% lid dezelfde zijn. 


S 26. Deze eigenschappen gelden zonder nadere bespreking 
alleen bij rekenkundige getallen. Immers in het bewijs besluit 
men tot de gelijkheid van 2 getallen uit het feit, dat 2 gelijknamige 
machten van die getallen gelijk zijn, en zoodra men pos. en neg. 
getallen onderscheidt, is het niet steeds waar, dat getallen gelijk zijn, 
als een macht van het ééne gelijk is aan de gelijknamige macht 
van het tweede: — 2 en + 2 hebben beide tot kwadraat + 4 en zijn 
toch niet gelijk. Uit de neg. getallen komt men tot de imaginaire 
en de complexe getallen en als men deze meerekent, heeft b.v. een 
6°-wortel uit een getal 6 verschillende waarden en algemeen een 
n°-wortel n verschillende waarden (& 118, 2° Gevolg). Dan kan 
b.v. eig. d) van de vorige 8 niet geheel juist zijn: j9/a°® heeft 6, 
Wa? slechts 2 verschillende waarden. Of de eigenschappen van de 
vorige 8 al dan niet doorgaan voor algebraïsche waarden der 
wortels, moet in elk afzonderlijk geval worden onderzocht; soms 
gaan zij door, soms niet. 


88 26, 27, 28, 29, 30. 24 


Voorbeeld, dat 8 25 a) niet doorgaat: WV —1 X W—1 is niet +1, 
maar het is bij definitie — 1 (zie 8 44 slot). 


S 27. Regels voor het werken met wortelgrootheden. 

1. Breng zooveel mogelijk factoren vóór het wortelteeken: het 
brengen van factoren vóór het wortelteeken is een toepassing van 
S 25 a); alleen als men een wortelvorm in decimalen wil uitcijferen, 
moet men alle factoren achter het wortelteeken brengen. 

Ze Venet de breuken onder het wortelteeken: toepassing van 
S 256). 

3. Verdrijf wortels uit den noemer der breuken (teller en noemer 
met zoodanig getal vermenigvuldigen, dat uit den noemer de wortel 
kan getrokken worden). 

4, Maak den wortelexponent zoo klein mogelijk: toepassing van 
8 25d). (Let op! W(—2)% dit = W4 en niet =l/—2, omdat 
de machtsverheffing vóór elke andere bewerking gaat.) 


S 28. Definitie. Een getal heet meetbaar, wanneer het een 
gemeene maat heeft met de eenheid; onmeetbaar, wanneer het 
geen maat, hoe klein ook, gemeen heeft met de eenheid. 

Alle geheele getallen en alle breuken, en zij alléén, zijn meetbaar. 
Zoo heeft #& de maat vr gemeen met de eenheid: immers yvy is op fr 
4-maal en op de eenheid 11-maal begrepen. 

Voorbeelden van onmeetbare getallen zijn vierkantswortels uit 
getallen, die geen volkomen kwadraat zijn (wordt bewezen in 8 32), 
derdewortels uit getallen, die geen volkomen derdemacht zijn, enz; 
ook de logarithmen (in het algemeen) en z (elke macht van z is 
ook onmeetbaar). O is meetbaar, omdat O het verschil is van 2 meet- 
bare getallen, b.v. 10 — 10. 


S 29. Definitie. Algebraïsche wortelvormen, die we 


kunnen worden door andere zonder wortelteeken, heeten 
meetbaar 
onmeetbaar ’ 
vormen zonder wortelteeken. Een onmeetbare algebraïsche vorm kan 
een meetbaar getal voorstellen. Algebraïsch toch is Wa onmeetbaar, 
want men kan het niet schrijven zonder wortelteeken. Maar als a 9 is, 


is Wa 3, dus dan stelt Va een meetbaar getal voor. Ook het omge- 


keerde kan voorkomen: W3 is een onmeetbaar getal, maar kan wel 
worden voorgesteld door a en a is algebraïsch meetbaar. 


vervangen 
rationaal 
irrationaal 
meetbaar (—= rationaal) zijn ook alle algebraïsche 








S 30. Definitie. Een limiet is een standvastige grootheid, 
waartoe een veranderende grootheid nadert zóó, dat het verschil 
tusschen de veranderende en de standvastige grootheid in 
volstrekte waarde kleiner wordt dan elke op te geven grootheid. 


25 SS 30, 31, 32. 


Voorbeelden: lim 0,777777 .…… md 


lim. opp. reg. in- of omgeschreven veelhoek = opp. ck. 

lim. inh. reg. in- of omgeschreven prisma == inh. cylinder. 

lim. inh. reg. in- of omgeschreven pyramide == inh. kegel. 

lim. opp., doorloopen door een regelmatig gebroken lijn bij 
wenteling om de middellijn door een harer eindpunten, = opp. 
bolsegment. | 


S 31. Definitie. Onder W7 verstaat men de limiet, waartoe het 
veranderend meetbaar getal nadert, welks 2° macht 7 tot limiet heeft. 


Verduidelijking. 


le Rij JA Rl GRI 4e Rij 
Getal Tweedemacht Tweedemacht Getal 
Z 4 7 9 5) 
2,6 6,76 7 1,29 Zal 
2,64 6,9696 7 7,0225 2,65 
2,645 6,996025 7 7,001316 2,646 
2,6457 6,99962849 r/ 7,00025764 2,6458 
2,64575 6,9999930625 7 7,0000459776 2,64576 
| | | | 
hd Yv NE v 
VT yi 7 WT 


De tweedemachten naderen tot 7; die in de 2° kolom van bene- 
den af, die in de 3° van boven af. De 1® en de 4° kolom stellen beide 
een getallenrij voor, die nadert tot 7; de eerste van beneden af 
de 4° van boven af. Door de 1° en even goed door de 4° getallen- 
rij wordt V/7 gedefiniëerd; V/7 is bij definitie de limiet, waartoe de 
1* en ook de 4° getallenrij nadert. 

(De cijfers achter de komma in de 1® en in de 4° rij zijn ge- 
vonden door gewone worteltrekking; altijd is de uitkomst der 
worteltrekking in de 1° rij naar beneden en in de 4°rij naar boven 
afgerond. De getallen der 2° en 3° rij zijn gevonden door die der 
18, resp. 4°, in het kwadraat te verheffen.) 


S 32. Stelling. w/7 is onmeetbaar. 

Bewijs. Volgens 8 28 moet bewezen worden, dat er geen geheel 
of gebroken getal bestaat, dat, in het kwadraat verheven, 7 oplevert. 

D/s 327; het geheele getal zou tusschen 2 en 3 moeten 
liggen en zulk een geheel getal bestaat niet. Was er een gebroken 
getal, dat, tot de 2°-macht verheven, 7 opleverde, dan zou dit zijn 
2 + een echte breuk. Breng 2 onder den noemer dezer echte breuk, 
dan komt er een onechte breuk; van deze zou dan 7 het kwadraat 
moeten zijn. Die breuk zou men steeds zóó kunnen vereenvoudigen, 
dat teller en noemer geen factor meer gemeen hadden. Stel, zij was 


2 
en, dat zou 7 moeten zijn. Maar 29 en 11 hebben geen factor 


SSZ A 26 


gemeen; dan hebben 29° en 11° evenmin een factor gemeen, want 
nieuwe factoren komen door de kwadraatsverheffing niet in teller 
en noemer. De noemer 11° is dus stellig niet deelbaar op 29° (dan 
toch moesten alle factoren van 11° voorkomen in 29°), dus het 
quotient kan geen geheel getal zijn, dus ook niet 7. 

Op geheel overeenkomstige wijze blijkt het onmeetbaar zijn van 
den vierkantswortel uit elk getal, dat niet een volkomen kwadraat 
is. Evenzoo het onmeetbaar zijn van P/7, W7, enz. 


S 33. Indien men W7, V11, algemeen: den wortel uit een getal, 
dat geen volkomen vierkant is, wil kennen, zoekt men getallen, die, 
in het kwadraat verheven, weinig van 7, 11, enz., verschillen; het 
zoeken van zulke getallen heet het benaderen van den wortel. 

Definitie. Men zegt, dat men W/7 benaderd heeft tot op vz, als 
men voor V/7 een waarde heeft opgegeven, waarvan het kwadraat 
<7 of > 7, maar die, met d4 vermeerderd, resp. verminderd, een 
kwadraat levert > 7 of <7. 

Wil men W7 tot op jh benaderen, dan bepaalt men 12/7 tot 
op de eenheid nauwkeurig en deelt de uitkomst door 12; voor 
12/7 schrijft men V/1008. Voor V/1008 kan men, als men tot op 
l nauwkeurig wil zijn, nemen 31 of 32; dan is W/7, benaderd tot 
op Te, Îh of $# en geen enkel ander getal. In de practijk berekent 
men den wortel meestal tot in tienden of honderdsten of duizend- 
sten, enz., nauwkeurig. 


S 34. De eigenschappen van optelling, aftrekking, vermenigvuldi- 
ging en deeling van meetbare getallen zijn ook geldig voor onmeetbare. 
Voor ieder afzonderlijk geval bewijst men dit door op te merken, dat 
de eigenschap geldt, zoolang men met meetbare getallen te doen 
heeft, en men de meetbare zoo weinig als men zelf wil van de on- 
meetbare kan laten verschillen. Men steunt daarbij op de definitie: 

Twee veranderende meetbare getallen zijn gelijk, als zij steeds 
bestaan uit hetzelfde aantal geheelen, tienden, honderdsten, dui- 
zendsten, enz. 


S 35. Voorbeeld van worteltrekking. 
W83|37|51|61 —= 9131 
O0 








Regel. Verdeel, rechts te be- 
ginnen, het getal in vakken van 2 


2 37 cijfers; het laatste vak links bevat 

181 Xx 1=1 81 dan 1 of 2 cijfers. Bepaal den wor- 
56 51 tel uit het door deze cijfers (hier 

1823 Xx 3—= 54 69 83) voorgestelde getal (als het 
1 82 61 geen volkomen kwadraat is, den 

18261 X 1 = 1 892 61 wortel uit het grootste volkomen 
7 dmt ad kwadraat, dat er beneden ligt; 

0 hier is die wortel 9); trek het 


kwadraat van den gevonden wortel (hier 81) af van het getal uit 


27 8 35, 36. 


het laatste vak; rest is hier 2; voeg achter deze rest de cijfers van 
het naar rechts volgende vak (hier 37); deel op de tientallen van 
het getal, dat zoo ontstaat (hier 23), tweemaal het gevonden cijfer 
(hier 18): het quotient (hier 1) is het 2° cijfer van den wortel of 
dit 2° cijfer is kleiner dan het quotient. Om dit te onderzoeken, 
plaatst men het quotient 1 achter 18 en vermenigvuldigt het getal 
181, dat zoo ontstaat, met het quotient, hier dus met 1. Kan het 
product (hier 181), van het door bijvoeging van de cijfers uit het 
2° vak ontstane getal (hier 237) afgetrokken worden, dan is het quotient 
het 2° cijfer van den wortel. Blijkt het product te groot, dan pro- 
beert men, of men de overeenkomstige aftrekking uit kan voeren 
na vervanging van het quotient door het cijfer, dat 1 kleiner is, 
zoo noodig, door dat, hetwelk 2 kleiner is, enz, tot genoemde 
aftrekking mogelijk blijkt. Het grootste cijfer, waarmee de aftrekking 
mogelijk blijkt, is het 2° cijfer van den wortel. Achter de rest dezer 
aftrekking moeten de 2 cijfers geplaatst worden van het naar 
rechts volgende vak; op het daardoor ontstaande getal (hier 5651) 
moet 2 X het gevonden deel van den wortel (hier 182) worden 
gedeeld; met het quotient handelt men gelijk met het zooeven be- 
sproken quotient: zoo komt het 3° cijfer van den wortel, enz. 

Heeft men den wortel te trekken uit een algebraïschen vorm, dan 
handelt men op overeenkomstige wijze 





Voorbeeld. W2at —4a/64(124-2V10)02—4aV/15-45=—=aW2—2aV 35 
(a°V2)?=2a* 











—4a WV 6 (122 10)0? 

—2aV’ 3(2a°V/2—2aV/3)=— 40/6 + 12 a? 
2/10 a°—4alV/15+5 
W5(2a°V/2—4aV3 + W5)= 2/10 a2—4al/ 1545 





0 

8 36. Theorie der Gelijksoortige en Ongelijksoortige Onmeet- 
bare Vierkantswortels. Uit de bepaling van 8 24 volgt, dat 
gelijksoortige wortels òf in ’t geheel niet òf ‘enkel in coëfficient 
verschillen. Ongelijksoortig heeten die, welke niet zóó herletd 
kunnen worden, dat zij òf in het geheel niet òf enkel in coëfficient 
verschillen. Zoo zijn W5 en 3W5 gelijksoortig, V45 en W5 ook; 
W5 en W7 ongelijksoortig, W5 en W28 ook. (Overal in het volgende 
wordt ondersteld, dat de getallen, die onder het wortelteeken staan, 
meetbaar zijn.) 

L Gelijksoortige. 

Uit de definitie volgt: het guotient van 2 gelijksoortige vier- 
kantswortefs is meetbaar; dat quotient is immers het quotient der 
coëfficienten, dus van meetbare getallen. 


8 36. 28 


Voorbeeld 
"45 A53 MVT ED Ve 
De waarheid: „het quotient van 2 gelijksoortige vierkantswortels 
is meetbaar” kan ook worden uitgedrukt met de woorden: „van 2 
gelijksoortige vierkantswortels is de ééne een meetbaar getal maal 
de andere” of, in algebraïsch schrift: „als Wx en Vy gelijk- 
soortig zijn, is Vx—=pb’y, waarin p een meetbaar getal is”. 





Ook het omgekeerde is waar: als Wx ==pWy (p meetbaar), zijn 
Wx en Wy gelijksoortig (in het algemeen zijn x en y getallen, 
waaruit een factor vóór het wortelteeken te brengen zou zijn). 

Bewijs. Om uit Wy tot Vx te komen, moet men Wy vermenig- 
vuldigen met het meetbare getal p; die vermenigvuldiging brengt 
alleen verandering in den coëfficient en niet in het getal onder het 
wortelteeken. (Moet men b.v. W/45 of 3/5 met 7 vermenigvuldigen, 
dan heeft men alleen den coëfficient 3 met 7 te vermenigvuldigen.) 


Het (gedurig) product van een even aantal gelijksoortige wor- 
tels is meetbaar, dat van een oneven aantal onmeetbaar. 

Bewijs. Men kan de factoren 2 aan 2 tot groepen vereenigen; 
is het aantal factoren oneven, dan schiet er 1- factor over. Elke 
groep van 2 factoren levert een product zonder wortelteeken, dus 
een meetbaar getal; bij een oneven aantal zal de ééne overgebleven 
factor het totale gedurig product onmeetbaar maken. (Voorbeeld: 
5V3XV/3X3V3—=45V 3, onmeetbaar; 2/3 X 5/3 X 33 XV I= 
270, meetbaar.) j 


Som en Verschil van gelijksoortige vierkantswortels zijn 
onmeetbaar of 0. 

Bewijs. Men vindt bij gelijksoortige vierkantswortels som en 
verschil door som en verschil der coëfficienten te bepalen en deze 
te vermenigvuldigen met den gemeenschappelijken wortelvorm. In 
de uitkomst blijft dus deze wortelvorm staan, tenzij de coëfficient er 
van 0 wordt. 


Voorbeeld. EK 

6V/3 + 23 HV 3=(6 +233 —=11N3, onmeetbaar. 
6/3 — 14383 = (6 — 14 +8) 3 =0, meetbaar. 

6/3 — 6/3 — (66) 3 — 0, meetbaar. 

U. Ongelijksoortige. 

Het quotient van 2 ongelijksoortige vierkantswortels is onmeetbaar. 


Bewijs uit het ongerijmde. Ware Zy =— eenig meetbaar getal p 


of Wx=pVy, dan waren Wx en Wy gelijksoortig volgens de 1° der 
boven bewezen stellingen. Er is gegeven, dat Wx en Vy ongelijk- 
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De 
soortig zijn, dus de onderstelling: 7 is meetbaar” voert tot een 
ongerijmdheid.3 y 
Het (gedurig) product van ongelijksoortige vierkantswortels is 
onmeetbaar (in het algemeen). ne 
Bewijs uit het ongerijmde. Ware W’xy — eenig meetbaar getal p, 
p p 


ZOU — pp en X— ie dus Vx= ly, waarin L meetbaar 





is, omdat p en y het zijn; dan waren V/x en Wy gelijksoortig volgens 
het boven bewezene; er is gegeven, dat zij ongelijksoortig zijn, enz. 

Bij een gedurig product zal herhaalde toepassing van het voor 2 
factoren bewezene in het algemeen voeren tot het besluit, dat het 
gedurig product onmeetbaar is. In bijzondere gevallen is het meet- 
baar, nl. wanneer een factor, hoewel met elk der andere ongelijk- 
soortig, wel gelijksoortig is met het product van 2 of meer dier 
andere; voorbeeld: W3 Xx W5 Xx W15 =15, meetbaar. 


Som en verschil van ongelijksoortige vierkantswortels zijn on- 
meetbaar. 


Bewijs uit het ongerijmde. 


Ware Wx Wy == eenig meetbaar getal p, 
dan zou X+y +2 xy =p? BE 
en +2 xy =p? —x—y; hierin is + 2 xy 


volgens bovenstaand bewijs onmeetbaar, terwijl p* — Xx — y meetbaar 
is (er staat geen enkel onmeetbaar getal in), zoodat deze gelijkheid 
ongerijmd ís. 


Samenvatting: 
Gelijksoortig : Ongelijksoortig: 
Quotient : meetbaar onmeetbaar. 
Product : meetbaar onmeetbaar. 


rio Á mA 
Gedurig Product: even aantal factoren meetb., in’talgemeen onmeetb. 
oneven aantal onmeetbaar 
Som en Verschil: onmeetbaar of O onmeetbaar. 


Opmerking. V/11 =3,3166248.... Zou er een ander meetbaar getal 
te vinden zijn, waarvan de wortel achter de komma ook de cijfers 
3166248 .... heeft, tot in het oneindige dus dezelfde cijfers? Neen, 
want noem dit onderstelde getal g, dan zou Wg—V/11 meetbaar 
zijn, in strijd met het boven bewezene. Niet alleen kunnen de cijfers 
niet gelijk zijn, onmiddellijk achter de komma te beginnen, maar 
wáár ook te beginnen. Evenmin kan een meetbaar getal bestaan, 
waaruit de wortel achter de komma, bij welke decimaal ook te 
beginnen, cijfers vertoont, die steeds de aanvulling tot 9 zijn van 
de cijfers, die V11 op de overeenkomstige plaatsen achter de komma 
vertoont. Immers, was dit bij eenig getal g het geval, dan zou 
WgV11 meetbaar zijn. 
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S 37. Herleiding van (A +|/B), waarin A meetbaar, VB on- 
meetbaar. De vraag is, of men meetbare positieve getallen x en y 
kan vinden, die voldoen aan de betrekking /A4VB=Wxj. 

Hierin zijn Wx en Wy ongelijksoortig, want anders kon men ze 
tot 1 wortelvorm vereenigen, b.v. tot Vz en dan moest de meet- 
bare z= A+ VB, dus de onmeetbare (/B == het meetbare verschil 
z— A. Van Wx en Wy is hoogstens één meetbaar; anders toch ver- 
viel het wortelteeken in Wx + Vy geheel en dan kon het kwadraat 
er van geen wortelteeken vertoonen. 


Herleiding. 


V(A+-VB) == xy 
A H- VB=xdyt2/xj Dan is (zie beneden het bewijs) 
xe p — Aten 2 ape 
xl xy p= AN bni U 
4xy =ë af 
Xx — xy Hy =A—B 
x—y=tWVA—B. 


Nu spreekt men af, den grootsten der beide wortels /x en /y 
vóórop te zetten; dan is xy, dus X—y pos: Men m0 
doen, als men WA —{/B heeft te herleiden ; men stelt dit =/x —W/y; 
indien hier V/x niet >/y was, kreeg men den neg. wortel uit A—{/B 
en men wil den pos. hebben (zie 8 39); bij WA HWB is het 
onverschillig, of men Wx dan wel Wy voorop zet; vandaar, dat 
men altijd den grootsten voorop zet. 

Uit xy en X—y vindt men door optelling en aftrekking x en 
y afzonderlijk. Men vindt alleen dan meetbare waarden voor x en 
y, als A? — B een volkomen kwadraat is. 

Uit: xd-y=—=A en 2W/xy==\/B ziet men, dat A meetbaar pos. 
moet zijn en V/B onmeetbaar (Wx en Wy zijn immers ongelijksoortig, 
zie 8 36). Zal men dus inderdaad meetbare pos. getallen x en y 
vinden, dan is noodig: 














le voorwaarde: A meetbaar pos. en V/B onmeetbaar. 
2e voorwaarde: A“ —B is een volkomen kwadraat. 


Indien A en B algebraïsche vormen Zijn, moet men er rekening 
mee houden, dat x— y pos. moet wezen. Dit heeft op den ge- 
zochten wortel alleen dan invloed, als men WA—(\/B heeft te 
herleiden, want het eenige gevolg van het er niet mee rekenen is, 
dat men voor x vindt wat men voor y moest vinden en omgekeerd, 
en als er tusschen Wx en Wy een plusteeken staat, brengt dit geen 
verschil in de uitkomst. 
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Voorbeeld. _Wi10p—2W25p?—0g == xy 
0p2VB IP =p Vr 


























x+y =10p 2Wxy—=2W25p? —9q? 

Xx? H 2xy + y2=100p? V/ Axy==  100p?—36g° V/ 

ES — 100p* — 36q? 

MN He — 36q* 

Har | y == 6q, als q pos. is 
en X — Jy == — 6g, als q neg. is. 

q pos. geeft x =5p + 3q q neg. geeft x=5p — 3q 

y=5p— 34, y=5p + 34, 

dan is de gevraagde wortel dan is de gevraagde wortel 

W5p+3g -—-W5p—3g. W5p—3g —W5p+3g. 


Uit: A+VB==xty2Vxy is boven afgeleid: x + y= A en 
2Vxy =WB. Dit berust op de belangrijke 

Stelling: Als a+ Vo=pHVg, is a=p en Vo=Vgq (dus 
b==g), indien a en p meetbaar en Wb en Vg onmeetbaar zijn. 


Bewijs. Uit a4Vb—=p+t Vg volgt 








Oe enlebik Ma 
(apPH2a-pVbH bm 0 
2(a—p)Vb == q—(a—p—b 
onmeetbaar, meetbaar. 


Benzin — PD: 
De gelijkheid kan dus alleen bestaan, als a =p; maar blijkens 
a—pthWVb=Vg is dan ook Vo == Vg. 


S 38. Indien herleid moet worden /A + WVB, terwijl A°—B 
geen volkomen kwadraat is, of A neg. is, of ook WVB TAC 
terwijl VB en WC beide onmeetbaar zijn, dan beproeft men uit den 
vorm onder het wortelteeken een factor af te zonderen, zóó, dat 
wel aan de 2 bovengenoemde voorwaarden voldaan wordt door wat 
na die afzondering binnen haakjes blijft staan. In de uitkomst 
treden dan één (of meer) vierdewortels op. 





Voorbeeld. W 12+8V3; 144 — 192 is geen kwadraat; de volstrekte waarde 
er van is 3 X een kwadraat. Daarom brengen wij W3 buiten haakjes: 
We +43) W3 (de volgorde der termen omgekeerd, om den wortelvorm 
achteraan te houden). Nu is Weg +4v3) V3 =WV8H4v3. Wv3 EE 
—(V6+V2) 3 =(W36 + W4) W3 =P 108 + 12. 
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2e Voorbeeld. W—10 +615; 100— 180 is geen kwadraat. De volstrekte 
waarde er van is 5 X een kwadraat. Daarom brengen wij W/5 buiten haakjes. 


Erkomt: /(6—215) V5—WV6— 25 Vv5=(V5—1) W5=W125 5. 


3e Voorbeeld. Vi VT 4W21. Zonder v/7 af als factor: Wa+43) V1= 
=V144v3VvT=(2WV3) WT 2 63. 


S 39. W6—-2UW5 is W5—1 en niet 1 —WV/5, omdat men de 
afspraak maakt: een vorm met een vierkantswortelteeken is pos. 
Deze afspraak is gemaakt voor het gemak in de praktijk; 
theoretisch is de wortel uit G een getal, dat, tot de 2° macht 
verheven, G oplevert; dan is W4 ook — 2. Nu men heeft afge- 
sproken, met V/4 altijd te bedoelen + 2, en, wanneer men —2 


bedoelt, te schrijven — V/4, mag men niet zeggen: elk getal is de 
wortel uit zijn kwadraat. Dit is nu alleen waar voor pos. getallen; 
een neg. getal is: min de wortel uit zijn kwadraat. Het is van 
belang, dít onderscheid te maken bij vormen als 


VAV EV Ve 
Omdat 2V/3 > W2, is hier het aftrektal kleiner dan de aftrekker, 


dus de geheele vorm is neg., dus = — de wortel uit zijn kwadraat, 
OR 


—_Vi5—WBANIH5H2UW 3-22 25-12-24 
=O 2 TI AVO =| 1042 


S 40. Deeling van wortelvormen. 


Definitie. Men zegt, dat het quotient van 2 wortelvormen bepaald 
is, wanneer men het zóó heeft herleid, dat geen wortelvorm meer 
als deeler voorkomt en er geen wortels in optreden uit (algebraïsch) 
gebroken vormen. 

Men wil altijd den noemer rationaal hebben, ook al wordt daar- 
door de teller ingewikkelder. 


Redenen. 1. Bij optellen en aftrekken moet men breuken gelijk- 
namig maken en hiervoor is noodig, dat men het K.G.V. der 
noemers kent. Als er wortelvormen in den noemer staan, zal men 
hiervoor meestal het product (resp. gedurig product) der noemers 
moeten nemen en dat geeft lange, weinig overzichtelijke vormen, 
ook in de tellers. Heeft men daarentegen rationale noemers, dan 
onderscheidt het zoeken van het K.G.V. zich niet van dat in het geval, 
waarin in het geheel geen wortelvormen voorkomen. (Streng geno- 
men, kan bij wortelvormen alleen sprake zijn vaneen K.G.V., wanneer 
men elken wortelvorm als een nieuw soort eenheid beschouwt; 
immers de wortels zijn onmeetbare getallen en hierbij ís van deel- 
baarheid geen sprake; zonder deelbaarheid bestaat er geen K.G.V. 
buiten het product). 
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2. Wanneer men de waarde van het quotient moet becijferen, 
zou men, als de wortels in den noemer bleven staan, moeten deelen 
door een benaderd getal, waardoor de fout vergroot wordt. 


S 41. Algemeen geldt: Zoek eerst, of uit teller en noemer een 
gemeenschappelijke factor kan worden SLEE ZOUGEEGE 
Verder te onderscheiden: 


l* Geval. Niets dan 1 wortelvorm in den noemer. 





ab 

Voorbeeld: 
Pab? 

l° Manier. Maak beide wortels tot 6° btk 
Wa? a abö | 
en a wsl Ek: 5 ° 
ET been > Wab. 


2e Manier. Vermenigvuldig teller en noemer met P/a?b. 
VabWab Wat apabì__ Wab? 


nn ab ED OD hates D 








2° Geval. Niets dan 2 gelijknamige wortelvormen in den noemer. 
É Í É Í t t 
Vadvb wab WatPb Pab Watib Wa—b 
enz. 

Men vermenigvuldigt hier resp. met 

a—b a—b atb a—b a—b a—b 

a—b’ a—b’ ad-b’ a—b’ a—b’ a—b’ 
en nu kan steeds de noemer, die wortelvormen bevat, op den teller 
van dezen vermenigvuldiger gedeeld worden. 

Regel voor het vinden van den vermenigvuldiger: 
teller en noemer zijn beide, wat ontstaat, als men in den noemer 
van de gegeven breuk de wortelteekens weglaat. Alleen bij wortels 
met even exponent (dus bij vierkants-, vierde-, zesdewortels, enz.) 
moet men, als er in den noemer der gegeven breuk + tusschen 


beide termen staat, dit + in — veranderen. 


Men moet nu weten, wat b.v. del — is. Het gemakkelijkst 


Teab 


vindt men dit door Wa en 1#/b even p en q te noemen; dan staat 
4 nt 

re en dit is (volgens 8 10) p° —p°q + pq —g°; in de 

laatste uitdrukking moet men nu voor p weer zetten Wa en voor 


OD. 

Opmerking. Ongelijknamige wortels maakt men gelijknamig door 
S 25 d) toe te passen. 

L. Roorpa, Theorie der Algebra. 3 
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3e Geval. Niets dan 3 vierkantswortels of 1 meetbaar getal met 
2 vierkantswortels in den noemer. 

Men moet teller en noemer vermenigvuldigen met wat de noemer 
wordt na verandering van 1 teeken. 

Doet zich in den noemer het bijzonder geval voor, dat de som 
der kwadraten van 2 der 3 termen == het kwadraat van den 3, 
dan moet men de teekens van die 2 onveranderd laten. 


2 


532 AVT’ 
teller en noemer met 3/2 + WV7—5. 


4° Geval. Niets dan 4 vierkantswortels of 1 meetbaar getal met 
3 vierkantswortels in den noemer. 

Weer teller en noemer vermenigvuldigen met wat de noemer 
wordt na omkeering van 1 of 2 teekens. 

Doet zich in den noemer het bijzondere geval voor, dat de som 
van de kwadraten van 2 der termen == de som der kwadraten 
van de andere 2, dan komt men het gauwst klaar, wanneer men de 
teekens omkeert van één dezer tweetallen. Een 2° bijzonder geval 
is, - dat het product van 2 der termen == hetmprooie nn 
andere 2; ook dan moet men van één dezer tweetallen het teeken 
omkeeren. Intusschen kan men in het laatste geval ook steeds den 
noemer in 2 factoren ontbinden, elk met 2 termen; men verme- 
nigvuldigt dan teller en noemer met wat deze 2 factoren worden 
na omkeering (in elk) van het middelteeken. 


V34+V5A4Vr3tWx5 
V3_V5—Vx—-3+WVx—5 

Herleiding. 3 + (x—3) =5+(x-—5). Daarom vermenigvuldigt men teller 
en noemer met V3+V5—WVx—-3-l/x—5. 

Voorbeeld van het 2e alzo les geval: 


Voorbeeld. ‚52—(3W2}? + (17); men vermenigvuldigt 


Voorbeeld. Herleid 





v6.r35=r/10. 21; 





610421 +135’ 

daarom vermenigvuldigt men teller en noemer met (1641/35) — (1104121); 

de noemer wordt (1/6 +135)? — (N10 + W21)}? of 41 + 2W210—(31 2210) 

of 10. Maar men had ook, omdat Ve en Va 
1 ADE ed VAE 


WT EVDO 5 +3) en teller en noemer kunnen vermenigvuldigen met 


WT _V2)(V5—WV3). 


kunnen schrijven: 
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HOOFDSTUK III 


Uitbreiding van het Getalbegrip. Imaginaire Getallen. 


S 42. Er zijn gevallen, waarin enkel het geheele rekenkundige 
getal beteekenis kan hebben; het aantal inwoners eener plaats, het 
aantal keeren, dat iets gebeurt, het aantal tanden van een tandrad, 
het aantal nummers van een catalogus, het aantal termen eener som, 
het aantal factoren van een product is telkens een geheel getal. 

Meet men een lengte met een vooraf vastgestelde eenheid, dan 
zal de uitkomst in het algemeen een gebroken getal opleveren 
(aflezen van barometer en thermometer, van den tijd op een klok 
en van veel meer dingen is in den grond der zaak ook lengtemeting). 

Bij het aflezen van den waterstand op een peilschaal meet men 
de lengte van het stuk der schaal, dat ligt tusschen een vaste op 
de schaal aangegeven hoogte en de hoogte van het water op het 
oogenblik van de meting. Nam men de vaste op de peilschaal 
aangegeven hoogte zóó laag, dat de waterstand er nooit beneden 
kwam, dan zou men voor elke af te lezen hoogte een rekenkundig 
getal kunnen opgeven. In de practijk doet men anders: het vaste 
punt, het „nulpunt”’, wordt geplaatst op de hoogte, die men om de 
eene of andere reden als de normale beschouwt. Dientengevolge 
moet men den eenen keer de lengte meten van een stuk der peil- 
schaal, dat er boven ligt, den anderen keer die van een stuk er 
beneden. Men zou kunnen afspreken, de stukken, in de ééne richting 
gemeten, door een bepaalde bijvoeging te onderscheiden van die in 
de andere richting, maar regelmatiger is het, voor elk der beide 
richtingen een kenmerkende bijvoeging in te voeren; gelijk algemeen 
bekend is, leest men af: + 2 A.P. (boven) en —3 A.P. (beneden); 
theoretisch kon men + en — even goed andersom gebruiken. 

Boos komt men tot-geleidelijke, aan het dagelijksch 
leven ontleende, uitbreiding van het begrip „getal’’: geheele 
rekenkundige getallen, gebroken getallen, positieve en 
negatieve getallen; de invoering der gebroken getallen doet ook 
de toevoeging „geheele” bij getallen geboren worden; die van 
negatieve getallen de toevoeging „positieve”. 

Van theoretisch standpunt beschouwd, kan men zeggen: negatieve 
getallen zijn resten van aftrekkingen, waarbij de aftrekker grooter is dan 
het aftrektal; breuken zijn quotienten van deelingen, waarbij de 
deeler niet een geheel aantal malen op het deeltal begrepen is. 
Drukt men zich zóó uit, dan gevoelt men, dat men beide keeren 
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te doen heeft met een in zekeren zin „onmogelijke” bewerking. Men 
kan in die richting verder gaan: vierkantsworteltrekking uit een 
getal, dat geen volkomen vierkant is, brengt tot de onmeetbare 
getallen (z en de logarithmen zijn een ander soort onmeetbare 
getallen, over de invoering waarvan hier niet gesproken wordt); 
vierkantsworteltrekking uit negatieve getallen tot de imaginaire ge- 
tallen, die niets „onmogelijker” zijn dan de negatieve of gebroken 
getallen (de vroeger meer gebruikelijke naam „onbestaanbare” is 
daarom nog minder verkieslijk). 

Formeel laten zich al deze uitbreidingen van het getalbegrip 
samenvatten onder het denkbeeld: men breidt het gebied uit, waarop 
een bewerking wordt toegepast, en voert, om aan de door de 
bewerking verkregen uitkomst beteekenis te kunnen hechten, telkens 
een nieuw soort getallen in. Met de vraag naar het al of niet 
„bestaan”’ der nieuwe (of ook der oude) getallen houdt zich althans 
de elementaire wiskunde niet bezig. 

(Het invoeren van gebroken en negatieve exponenten laat zich 
bijna gelijkluidend formuleeren; hier echter breidt men niet het 
gebied uit, waarop een bewerking wordt toegepast, maar het gebied, 
waarop men een voor de uitvoering van een bewerking geldend 
voorschrift zal toepassen. Daarom voeren de gebroken en 
negatieve exponenten niet tot een nieuw soort getallen; zij duiden 
slechts in nieuw teekenschrift aan, dat een reeds bekende 
bewerking moet worden toegepast en dat wel binnen hetzelfde 
gebied, waarin zij reeds werd toegepast. Wat in het hoofdstuk over 
Oneigenlijke Machten wordt behandeld, zou dan ook, voorzoover 
het negatieven exponenten geldt, kunnen worden behandeld in het 
hoofdstuk over Rationale Vormen, en voorzoover het gaat over 
gebroken exponenten, in dat over Wortelvormen.) 


S 43. Uit x%%=p volgt x= tp, als p positieftis. ‚Nu laat 
men deze voorwaarde vallen en stelt vast: uit x° =p volgt 
x= Wp, ook voor p negatief. 


Definitie. + — 1 heet de imaginaire eenheid; voor +W—1 
wordt geschreven í. Heeft men x°=—9, dan is 4x’ =—=—l en 


lx=tWV—l==ti zoodat xzelf + 3 imaginaire eenheden bevat, 


d.i. X= + 3i Zoo komt men tot den regel: breng, ook als het 
teeken // voor een negatief getal staat, zooveel mogelijk factoren 
vóór het wortelteeken. Hoewel men + en — vóór í schrijft, is + í 
toch niet positief en — í niet negatief. De volgende indeeling geldt: 


Getallen 





reëele imaginaire 
ON 


positieve negatieve. 
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S 44. Definities. Twee imaginaire getallen heeten gelijk, als 
zij hetzelfde aantal imaginaire eenheden bevatten; tegengesteld, 
wanneer zij alleen in teeken verschillen. 

Tweetermen, die bestaan uit een reëel en een imaginair deel 
(dus van de gedaante p + gi), heeten complexe getallen. 

Twee complexe getallen heeten gelijk, als de reëele deelen 
gelijk zijn en de imaginaire ook. In de gelijkheid a + bi =p + qi 
liggen dus 2 gelijkheden opgesloten: a=p en b=g. Bijzonder 
geval: uit p +gqi—=0 volgt p —=0 en q =0. („Grooter” of „kleiner” 
definieert men hier niet). 

Twee complexe getallen heeten toegevoegd, wanneer zij alleen 
verschillen ín het teeken van het imaginaire deel, b.v. p+gqien p—gi. 

Twee complexe getallen heeten tegengesteld, wanneer zij zoowel 
in de imaginaire als in de reëele deelen tegengestelde teekens 
hebben: p +4-qi en —p— gi. 

Onder som, verschil, product, quotient van 2 (of meer) 
imaginaire of complexe getallen verstaat men de uitkomst, welke 
men verkrijgt door te handelen, alsof i een reëele factor was, maar 
overal, waar i® voorkomt, i? te vervangen door — l. 

Volgens deze definitie is 


V—aV—b=iVa.iVb=iVab=—-WVab. 
Hier geldt S 25 a) niet. 


8 45. Voor i geldt: i =i; i’ =—l;  =—ij it =h1; 
Kn B ee 
be et ee el eNZ. 

Als de exponent van í een 4-voud is, is de waarde + 1; 

» » »” Ad Í ’ 2 ej Ì , 5) hl » J- is 

D) » D) ED) Ü » » zie 2 ;. PD) Ks 1; 

i — 


7 » ”. » » , 


S 46. Voorbeeld van deeling. 
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S 47. Herleiding van /A +ilB. 

Men stelt WAHiVB=t (Wx ily), waarin x en y pos. 
getallen zijn, dan is A +iVB=x—y—-2iv xy. 

Volgens de definitie van gelijkheid van complexe getallen uit 
S 44 is nu (let op het onderscheid met wat in 8 37 werd be- 





handeld !) xy =A en _2Vxy=VB 
x3 — 2xy J yi= A2 4xy=B WV 
4xy Ei 





Oo 
Xx J 2xy y= A +B 
X+y==den pos. wortel uit A° + B; 
immers x en y zijn beide pos, dus Xx Jy ook. Enz. 

Opdat men een rationale x en y zal vinden, is noodig, dat 
A* + B een kwadraat zij. 

Men moet hier altijd schrijven: VALIVB=E Wx il’y), 
want men kan niet, zooals bij de reëele getallen, afspreken, dat 
men den pos. wortel bedoelt (zie 8 39): geen der beide wortels 
is pos. 

Getallenvoorbeeld. W7 +6iv-2= + (vx + ivy) 

TH6ir2=x—yp Hi xy 4 











8 SEZ 2Vxy—=6 2 
XXY + y= 49 Axy —= 72 
4Axy — 12 Se, 4 
op 
x° + 2xy + y2 = 121 
xt y=ll 
x—y= 1 
Op 
Jas — 18 
2 df 
Xx == Oen y=2, dus VT +6iv 2—=+ (3 +il/2). 


S 48. Vraagstuk. Herleid: v (10 —6 1/5) (v. Ev. no. 534). 


Herleiding. Omdat 61 510 (blijkt uit: (61/5) >10°), staat hier de 
wortel uit een negatief getal. Daarom schrijft men: 


Vio—=6r5=tiV6r5—10=tiv6—215) vv 5 
=tiV6—-2v5W5=tiV5 IE ti 125 —W5). 

S 49. W6i herleidt men door hiervoor te schrijven VO + 6i en 
te stellen: Nt 
VOA 6i= dt WxtiVy); verder als in S 47. 

Zoo vindt men ook Y —1 (d.i. de oplossing van de vergelijking 
xr 10). Hs ie dn el dn” 

Het kwadraat van W/—1 is W—1, d.i. + i, dus W—1 = a, 
de 








39 S 49. 


VOHi= EN xt il) VO iz (xii) 
Odi 2iV xy O—i=mx—y2iVj 
dus x—y=0 en 2Vxy=l dus x—y=—=0 en 

een EE 2Vij=|, 
Axy =| _ gelijk hiernaast. 


Epi? 
X+y=l, want xen y zijn beide 


pos. 
X—y= 
2x jede 
Xx == en y= 
Zoo blijkt 


V_iotWVÒri=t(VHH id) 
=d (EW2HHi2) 
=H E(W2HiV2)| 4waarden van W— 1, nl. de 


Eveneens 4 wortels van de 4°"-graads- 
Vi of WVO i=tt(W2—iN2)j vergelijking Xx +1 =0. 


_— 


SS 50, 51. 


HOOFDSTUK IV. 
Oneigenlijke Machten. 


S 50. Uit de beteekenis van de woorden „macht” en „expo- 
nent” volgt, dat een exponent een geheel rekenkundig getal is. Als 
men den regel, die toegepast wordt om het quotient van 2 machten 
van eenzelfde getal te bepalen voor het geval, dat de exponent in 
den deeler kleiner is dan die ín het deeltal, ook wil laten gelden, als 
eerstgenoemde exponent grooter is, komt men er toe, voor a°: a” of 





te schrijven a“. Evenzoo brengt de regel: „een wortel uit een 


2 


macht van een getal == die macht van dat getal, die tot exponent 
heeft: machtsexponent, gedeeld door wortelexponent”’, die alleen 
geldt voor het geval, dat deze deeling opgaat, bij uitbreiding tot 
gevallen, waarin zij niet opgaat, tot de schrijfwijze a°/ voor p/a’. 


Dat & geschreven moet worden als a-* en P/a° als a°b, wordt 
a 


niet bewezen; ware een andere notatie practischer gebleken, dan 
had men die gekozen. 

De eerste der bovengenoemde regels, toegepast op het geval, dat 
de exponenten van deeler en deeltal gelijk zijn, brengt er toe, voor 
1 de nieuwe schrijfwijze a° in te voeren (het grondtal kan men 
kiezen naar willekeur, als de exponent maar O is). 

Het invoeren van negatieve exponenten brengt ook tot het 


positief noemen van de niet negatieve; immers, indien JA wordt 


geschreven als a”®, zal men at? kunnen vervormen tot (a”®)”* of 


Age 
a? 1/45 


nent — 5 de beteekenis: „aantal gelijke factoren van de macht.” 


of a°. De exponent + 5 heeft evenmin als de expo- 


S 51. Eigenschappen der vormen met gebroken en negatieve 
exponenten (samen te vatten onder den naam „oneigenlijke machten”). 

In woorden: „Men handelt met de gebroken en negatieve expo- 
nenten precies als met de gewone”. 

Men schrijft de worteltrekking nu als een machtsverheffing; dan 
zijn er maar 3 bewerkingen op de exponenten toe te passen: 
optellen (dat is: de vormen vermenigvuldigen), aftrekken 
(dat is: de vormen deelen) en vermenigvuldigen (dat is: 
den vorm tot een macht verheffen of er een wortel uit trekken). 

Hier volgen in teekenschrift de 3 bewerkingen: 


41 88 51, 52, 53. 


a) voor geheele negatieve exponenten, 
b) voor gebroken exponenten, 
c) voor gebroken negatieve exponenten. 


p r Pr KDhe en PEPR 
gta Ib at Xa==al Ss Ie: a Axa t=z=ars 
p r pt ch rekte Eens 
dea Pl lbs as ==at He aA Azad 
Pr pr bel NR pr 
MEE ed — 4129 IIb. (aa)s mtd AD Co. la a) de 


Regel voor het bewijzen dezer eigenschappen: Keer terug tot 
de oorspronkelijke schrijfwijze, voer de aangeduide bewerkingen uit 
en schrijf de uitkomst volgens de nieuwe schrijfwijze. 


Voorbeeld van Bewijs. 























k Ss 
ee 1 1 1 s ar 
RO S— s Ten x var == ze 
jr 
Pla als War War War Wap 
Vaar qs | ar—ps Ue PS: Len SED 
en ee nd Em VA Nek EEDE 


bij * is men tot de oude schrijfwijze teruggekeerd; bij + begint 
men de uitkomst der deeling te schrijven volgens de nieuwe 
schrijfwijze. 


S 52. Als men met gebroken exponenten rekent, voert men 
bewerkingen uit met wortelvormen, door enkel met exponenten te 
werken. Het voordeel ligt daarin, dat men met machten gemakkelijker 
werkt dan met wortels. Daarom is het gebruik van gebroken (en 
negatieve) wortelexponenten af te keuren: de daarmee geschreven 
vormen schrijft men eenvoudig als machten. Komen zij ergens voor, 

p 


q q De ep 
dan bedoelt men met V/a aP en met la er De vorm a 4 is ten 
aP 
opzichte van a van den graad Be 


S 53. Voorbeelden van berekening met gebroken en negatieve 
exponenten. 


3/4 
1. Vereenvoudig: Wapi. PS a apel (alsoo 12 (wv. Ev.no.190) 
Herleiding. Men vindt achtereenvolgens voor de exponenten der machten 
van a en b: 
a 2/2: 4 313 b 41/5: 3/4 =6 
ie 1/9) (— 2) : 3 =— !/3 rn a) (-2):3= !/3 
B NZ Hi (— 1/2) (— 2) —2):2:3= —!/s 
ni 2) (2): 212: 3 le 
samen 22/3 
zoodat de opgegeven vorm wordt a°/%bö — ab° Wa? 


samen 6 


SEO 42 


2. Indien teller en noemer eener breuk beide ééntermen zijn, 
terwijl er negatieve exponenten ín voorkomen, kan men deze terstond 
doen verdwijnen door de vormen, waarin ze voorkomen, aan den 
anderen kant-der breukstreep te brengen, b.v. 


2-8 xls 2xi/s 
Zx — Byl 
3. Vermenigvuldigingen en deelingen van vormen met gebroken 
en negatieve exponenten voert men uit zonder tot de oorspronkelijke 
schrijfwijze terug te keeren; eveneens worteltrekkingen. Omdat men 
de termen met gebroken en negatieve exponenten geheel behandelt, 
alsof deze exponenten geheele rekenkundige getallen waren, kan 
men ook hier spreken van het opgaan eener deeling, dus ook van 
ontbinding in factoren, merkwaardige quotienten, deelbaarheid, 
G.G.D. en K.G.V., enz. 


Vraagstuk. Bepaal het quotient van de deeling 
2x art 3x 
—X + 3X5_ 3/5 ie 2x 
Berekening. (Sfaatsex, 1918 XI: 2). 
Rangschikken naar de afdalende machten van x. 


xd 3xs— 325 24715) — 3x HT Bab 35 HSH 2(3 22 BH S= 











—3 9 —Y 6 2 Ì 

TT pen ze —=3 + Pr a Fe 
2 +5 —3 +1: EE 
— 2 +6 —6 +4 34, 3 wid PA. 


Er Lien d 
ll: +3 3-2 





(het opschrijven der coëfficienten is voldoende; ook bij andere deelingen denke 
men hieraan). 


—Blyjf kes aiplh 
Gran Od 


Herleiding. De teller is (3 %aI)— (2 api) dus het is een merkwaardig 
quotient. 


Uitkomst: (3%a 13 — (3 sa) (2 46) + (3 Pat) (ap)? — (aard — 
rg Sells eeh rl aha Begrijp en 





Vraagstuk. Herleid: (v. Ev. no. 546). 








bn RE ELD nee SC 

31/3 TW 2P3ta? V2/3a Veen 

WS WEP VIER WIE 

ER 25303 ANS v 2 
5 140 70 28 

Er V3: 3e WV 2105328140 En V 2353129140 ct V 202 











9a5 6a? 6a pipe 
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Ontbinding in factoren. 


Vraagstuk. Zoek het K.G.V. van x + 3x + 3x} + 2, xs 3x 2 —10 en 
l 4 h 
u 0,5? (yv, Ev. no. 417). 


Vx Vx 

Oplossing. De eerste vorm is 
RHID IE (ERI ot 1 EDI =S 2 1); 
de 2e vorm is (x'/3 + 2) (xs —5); de 3e xt axs + 4 of (x'/ +2)’. Het 
K.G.V. is dus (x- + 2)? (x'’ — 5) (xn Es) 

Worteltrekking. 

Vraagstuk. Trek den vierkantswortel uit; 

lx? 2 + Vn TVE 1x? — bns (v. Ev. no. 210). 


Eerst letten op de rangschikking naar de afdalende machten van x; het getal 
zonder x moet geacht worden x® te bevatten, dus de termen zijn goed gerangschikt. 


DRO Ne AT — Rb Tm) == Ae En 





vat EI 5 { 
(/2x) Jax it ho 
en A | 
(a 2x I= 2 ALE 
iK We Dn less oh Kion 
1 —2 ril DN 1 —l 1 ne dj mad 
Jax (x4x H/gx )=ljg A En 0 
0 


S 54. Moet men vormen herleiden, waarin gebroken en negatieve 
exponenten optreden, terwijl de vormen geen eentermen zijn en 
ook geen merkwaardige producten of quotienten, dan moet men ín 
den regel tot de gewone schrijfwijze terugkeeren. 


Voorbeeld. Breng tof de eenvoudigste gedaante 

















—8 
1? 1 \Mf Re 
TE X bel k AND me (v. Ev. no. 167). 
G zr TE en, je Ì 
Oe 
Herleiding. 
1 En 2 1 a ; rx 
Tp 4) le Pla en deze vorm in het kwadraat — 
2 
A r De vorm binnen accolades wordt dus a°; (a°)*= a®. 
; 1 l —3 1 8 a? 3 
rek ai? Rn (teller en noemer der 
RS 1 ne En bovenste breuk met a? 
ï ) RE â vermenigvuldigd) —= 
a Ger (mn Re 
a 8 
ai 3 3 
=|\5 ==. Hierdoor deelen is vermenigvuldigen 
a— (a —1)? (a —1)® 


(sr l)5 


met — AE) uitkomst —= aî (a — 1). 
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S 55. De logarithme van een getal g is de exponent, welken men 
aan 10 moet geven, om 2 te krijgen. Alleen als g enkel factoren 2 en 
5 bevat en wel in gelijk aantal, is deze exponent een geheel getal; 
in alle andere gevallen is hij onmeetbaar; met andere woorden: de 
logarithmen zijn onmeetbare getallen met uitzondering van die van 
de termen der schaal van het 10-tallig stelsel. Men kan er zooveel 
decimalen van berekenen als men wil. Hoe dit b.v. voor “log 57 
mogelijk is, begrijpt men, als men bedenkt, dat 57 ligt tusschen 
10! en 10°; verder tusschen 10!%(—=V/1000 = 31,62...) en 102; 
verder tusschen V/10U%2, 10 (=V10%2= 10 =V/3162,...= 56...) 
en 102, enz. 

Op de wijze, die in S 34 is aangeduid, bewijst men, dat men 
met deze onmeetbare exponenten mag handelen als met meetbare. 
Zoo wordt de vermenigvuldiging van 2 getallen uitgevoerd door 
optelling hunner logarithmen (als 57 — 105” en 83 — 1019198, 
zal 57 X 83 — 1017687 H19108) de deeling door aftrekking der logan 
rithmen, de machtsverheffing door vermenigvuldiging van de loga- 
rithme van het grondtal met den exponent der macht (nu men met 
gebroken exponenten rekent, is worteltrekking ook machtsverhef- 
fing ($ 51). | 

Men rekent steeds met de logarithme van de volstrekte waarde 
van een getal. 








— 5,842 (— 2,347) 


nst 
Berekening. De teller is pos, de noemer neg, dus Xx is neg. Daarom 
schrijft men: 





Voorbeeld. Bereken: x = 























5,842 (2,347)? f 
== —, waaruit volgt: 
(63,48)? P/7 
log (—x) =log 5,842 + 5 log 2,347 — (2 log 63,48 + 1/3 log 7). 

Becijfering. log 5,842 = 0,76656 

log 2.347 = 0,37051 
=D 
OOIT OI me Shet 
— o) 

Ooste lers 0 LA 

log 63,48 = 1,80264 
- 2 
2 log 63,48 == 3,60528 == 3,60528 
log 7 — 0,84510 
3 
1/s log 7 == (0,28170 =0:281170 
mj Pp 
log noemer = 3,88698 == _3,88698 
— af 
log (—x)—= 0,73213 — 2 
— X== _0,053967 


Xx == — 0,053967 


S 56. 


HOOFDSTUK V. 
Vergelijkingen in het algemeen. 


S 56. Definitie. Twee stelkundige vormen, verbonden door het 
teeken ==, noemt men een vergelijking. De stelkundige vormen 
heeten de leden der vergelijking. 

Indeeling naar een 1° principe: (zie 88 60 en 68) 


Vergelijkingen 


neen 
L. zonder letters, waarvan de IL. met letters, waarvan de 
waarde gevraagd wordt waarde gevraagd wordt 
TTT TTT 
qa) waar b) valsch a) identiek 6) niet-identiek 
c) valsch. 


Als letter, waarvan de waarde gevraagd wordt, gebruikt men 
Meetdimde derde -z,-enz. 

Ter bekorting noemt men de vergelijkingen Il ook „getallen- 
vergelijkingen” of „vergelijkingen zonder letters” (hier moet bij 
gedacht worden: „waarvan de waarde gevraagd wordt”). 


Definities. Een getallenvergelijking heet 

a) waar, wanneer in beide leden hetzelfde getal staat of na 
herleiding ontstaat; 

b) valsch, wanneer in beide leden niet hetzelfde getal staat 
en, na welke herleiding ook, niet ontstaat. 

Een vergelijking met letters (waarvan de waarde gevraagd wordt) 
heet 

a) identiek, wanneer zij steeds in een ware getallenvergelijking 
overgaat, onverschillig welke getallenwaarde(n) men voor de letter(s) 
in de plaats stelt; 

b) niet-identiek, wanneer zij slechts dàn in een ware getallen- 
vergelijking overgaat, wanneer men 1 of enkele bepaalde getallen- 
waarde(n) voor de letter(s) in de plaats stelt; 

_€) valsch, wanneer zij nimmer in een ware getallenvergelijking 
overgaat, welke getallenwaarde(n) men ook voor de letter(s) in de 
plaats stelt. 


Voorbeelden. a) Ware getallenvergelijkingen 4=4; 4 X 7 = 28. 
b) Valsche De — Di A XI — 20. 
a) Identieke vergelijkingen met letter(s) 
x=; (X + y= Xx + 2Xy Hy; alle formules. 
b) Niet-identieke vergelijkingen x= 2; xX+3=7; X=l1; XHy=5. 
c) Valsche vergelijkingen x=Xhl;XHy=tthypt5. 


SS 56, 57. 46 

Bij een valsche vergelijking met letters verdwijnen, als men 
zooveel mogelijk vereenvoudigt en termen uit het ééne lid weg laat 
vallen tegen termen uit het andere, ten slotte alle letters met onbe- 
kende waarde en men houdt over een valsche getallenvergelijking 
(immers, ware het anders, dan kon men uit de eindvergelijking de 
onbekende berekenen). Bij een identieke vallen eveneens alle 
onbekenden weg, maar men houdt een ware getallenvergelijking 
over. De valsche getallenvergelijking kan men altijd brengen tot 
de gedaante: „O=een ander getal” en de ware tot de gedaante: 
AUF de 


Opmerking. De vergelijking 2x—=3x behoort nief tot de 
valsche, maar tot de niet-identieke, want zij gaat over in een 
ware getallenvergelijking, als men voor x in de plaats stelt 0. 





S 57. Wortels eener nietf-identieke vergelijking zijn de ge- 
tallenwaarde(n) (1 of eenige), welke men voor de letter(s) in de 
plaats moet stellen, om de vergelijking te doen overgaan in een 
ware getallenvergelijking. Te zeggen: a is een wortel van de ver- 
gelijking 5x* + 2x° + Xx H-7 — 0 beteekent, dat 5a*H2a°+at-7=0 
een ware getallenvergelijking is. En omgekeerd: als men weet, 
dat 5a*+2a* +at-7=0 een ware getallenvergelijking is, kan 
men dit uitdrukken door te zeggen: a is een wortel van de verge- 
lijking 5x* + 2x° 4x 7 —=0. 

Oplossen eener vergelijking is het zoeken van de wortels er van. 
Dit zoeken komt neer op het afleiden van andere vergelijkingen uit 
de gegevene, die de(n) zelfde(n) wortel(s) hebben, maar die een- 
voudiger van gedaante zijn. Heeft men de eenvoudigst mogelijke 
gevonden (die de gedaante heeft: x—=een bekend getal), dan is de 
vergelijking opgelost. Men voert dus bewerkingen uit, om te 
komen tot den eenvoudigen vorm x==a. Deze bewerkingen zijn 
optellingen, aftrekkingen, vermenigvuldigingen, enz. 

Regel. Geen verandering in de(n) wortel(s) brengt het ver- 
meerderen of verminderen van beide leden met denzelfden vorm 
(met of zonder onbekende(n)); evenmin het vermenigvuldigen van 
beide leden met of het deelen er van door een vorm, waarin geen 
onbekende voorkomt (het „overbrengen met tegengesteld teeken’’ 
uit het eene lid in het andere ís niets anders dan het optellen bij 
beide leden van „min de overgebrachte term”). 

Wel verandering in de(n) wortel(s) brengt het vermenigvuldigen 
van beide leden met en ook het deelen er van door een vorm, die 
de onbekende bcvat. 

Ter verduidelijking. Aan de vergelijking x+-3==5 wordt 
alleen voldaan door x=2. Vermenigvuldigt men beide leden met 
Xx—-1, zoodat er komt 


43) F1) =5 (XF 1), 


dan wordt aan deze vergelijking ook voldaan door x—=— 1. Deze 


47 SS 57, 58, 59. 


vermenigvuldiging doet dus den wortel —1 invoeren. — Gaat 
men omgekeerd uit van de vergelijking (x + 3) (x +1) =5(x+-1) 
en deelt men beide leden door x+- 1, dan is de wortel — 1 ver- 
dreven, want aan de vergelijking (x+3)(x4-1)=5 (x—+-1) voldoen 
Nl, aan. de vergelijking 3 —5 alleen-x— 2. 
Regel. Bij vermenigvuldiging met een vorm, die de onbekende 
bevat, voert men die(n) wortel(s) in, die voldoe(t)(n) aan de verge- 
lijking „vermenigvuldiger = 0”, 
Bij deeling door een vorm, die de onbekende bevat, verdrijft 
men die(n) wortel(s), die voldoe(t)(n) aan de vergelijking: „deeler = 0”. 
Bij de deeling moet men er op letten, dat alleen dàn sprake is 
van verdrijven van (een) wortel(s), als de deeler niet in den noemer 
eener breuk blijft staan, m.a.w., wanneer in beide leden de deeler 
als factor kan worden afgezonderd (O is door elken vorm deelbaar). 
Over den invloed van de verheffing van beide leden eener ver- 
gelijking tot een macht of van het trekken van eenzelfden wortel 
uit beide leden wordt later gesproken. (8 114). 


S 58. Vergelijkingen met de onbekende in den noemer van 
een of meer breuken. (Zie ook 8 67). 

|. Vereenvoudig elke breuk zooveel mogelijk; 

2. Neem gelijknamige breuken samen en schrijf ze als 1 breuk, 
welke men weer zooveel mogelijk vereenvoudigt; 

3. Herleid de vergelijking op O (d.w.z. zorg door overbrenging 
van termen, dat het 2° lid =0 wordt); 

4. Schrijf het 1® lid als 1 breuk, welke men zooveel mogelijk 
vereenvoudigt; 

BER eze breuk — 0, als de teller 0 en’ de noemer: niet == 0. 

Men moet dus den teller =0 stellen en de zoo ontstane verge- 
lijking oplossen. De wortels dezer vergelijking zijn die van de 
gegeven vergelijking, indien zij, na substitutie in den noemer, blijken 
dezen niet =0 te maken. Maken zij den noemer wel = 0, dan 
had men de laatste breuk niet genoeg vereenvoudigd. Immers, als 
b.v. 3 een waarde voor Xx is, die teller en noemer beide == 0 maakt, 
dan zijn beide volgens de Reststelling (S 11) deelbaar door x — 3. 


S 59. Wanneer een vraagstuk voert tot een valsche verge- 
lijking, is het onmogelijk; voert het tot een identieke vergelij- 
king, dan is het onbepaald. — Het onmogelijk zijn van een 
vraagstuk kan ook blijken uit een negatieve of gebroken waarde, 
die men voor x vindt, terwijl de beteekenis van x zulk een waarde 
niet toelaat. Zelfs een geheele positieve waarde kan, hoezeer zuiver 
algebraïsch verkregen, blijken, in de gestelde opgave geen zin te 
hebben. 

Voorbeeld. In een vat is 36 L. water, in een ander vat 12 L. 
Aan het eerste vat is een kraan, waardoor per uur 9 L. weglóopt; 
aan het tweede een kraan, waardoor per uur 5 L. wegloopt. Beide 


SS 59, 60. 48 


vaten zijn vol en beide kranen worden tegelijk opengezet. Na 
hoeveel uren ís in beide vaten evenveel water over? 

Men vindt, als men het gevraagde aantal uren x stelt, dat 
36 —9x=12—5x, waaruit volgt: x=—=6. Maar na 6 uren zijn 
beide vaten reeds lang leeg; na 5 uren even goed. 

Daarom moet bij een ingekleed vraagstuk steeds worden nage- 
gaan, of de waarde(n), die men door berekening heeft gevonden, 
inderdaad aan de in het vraagstuk gestelde vraag voldoe(t)(n); het 
antwoord moet steeds aan het eind der oplossing in woorden 
worden geformuleerd. 


S 60. Indeeling der vergelijkingen naar een 2° principe: 
vergelijkingen met 1, met 2, met 9, enz. onbekenden. 

Heeft men 1 vergelijking met 1 onbekende, dan vindt men voor 
deze onbekende (in ’t algemeen; identieke en valsche vergelijkingen 
buiten beschouwing gelaten) 1 of enkele bepaalde waarden; hoeveel 
waarden men vindt, hangt van den graad der vergelijking af 
(zie 8 68 en Hoofdstuk XII). Heeft men 1 vergelijking met 2 
onbekenden, dan kan men aan de eene onbekende een willekeurige 
waarde toekennen; daardoor gaat de vergelijking over in een ver- 
gelijking met 1 onbekende, waarvoor het zooeven gezegde geldt. 
De willekeurig gekozen waarde van de eene onbekende vormt met 
de eene of enkele bepaalde waarden, die men er bij vindt voor de 
andere onbekende, een of enkele stellen wortels. Zulke stellen 
wortels krijgt men oneindig veel, door voor de eene onbekende 
telkens maar een andere waarde te nemen. Heeft men 1 vergelijking 
met 3 onbekenden, dan kan men aan 2 van deze een willekeurige 
waarde toekennen; bij elke waarde, aan één er van toegekend, kan 
men oneindig veel waarden aan de andere toekennen; men krijgt 
zoo weer oneindig veel stellen wortels (men zegt wel: „oneindig 
maal oneindig veel”, maar „grooter dan oneindig” is dit niet). 

2 vergelijkingen met 2 onbekenden. Men leidt uit beide 
één nieuwe vergelijking af, waarin de ééne onbekende niet optreedt, 
d. í. men elimineert de ééne onbekende „uit” of „tusschen” de 
2 vergelijkingen; uit de nieuwe vergelijking lost men de andere 
onbekende, die in deze nieuwe vergelijking de eenige is, op; de 
gevonden waarde(n) substitueert men in een der gegeven verge- 
lijkingen, die daardoor overgaat in een vergelijking met de eerst 
geëlimineerde onbekende, welke er nu uit wordt opgelost. 

3 vergelijkingen met 8 onbekenden. Men leidt uit de 3 
2 nieuwe vergelijkingen af, waarin 1 der 3 onbekenden niet meer op- 
treedt; deze nieuwe vergelijkingen behandelt men zooals pas gezegd is; 
de voor de 2 onbekenden, welke er in voorkomen, gevonden waarden 
substitueert men in 1 der vergelijkingen met 3 onbekenden, welke 
daardoor overgaat in een vergelijking met 1 onbekende, enz. 

4 vergelijkingen met 4 onbekenden. Men leidt uit de 4 
3 nieuwe af, waarin 1 der 4 onbekenden niet meer optreedt, enz. 
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Uit deze redeneering blijkt, dat het aantal vergelijkingen, indien 
men bepaalde waarden voor de onbekenden wenscht te vinden, niet 
kleiner mag zijn dan het aantal onbekenden; immers, was dit het 
geval, dan zou men na de eliminatie ten slotte 1 vergelijking met 
meer dan 1 onbekende overhouden. 

Dat het ook niet grooter mag zijn, blijkt als volgt. Denk, dat men 
3 vergelijkingen heeft met 2 onbekenden. Men kiest naar willekeur 
2 van de 3 vergelijkingen en vindt uit deze volgens het boven 
beredeneerde 1 of enkele bepaalde stellen wortels. Substitueert men 
deze in de niet gebruikte vergelijking, dan zal die daardoor overgaan 
òf in een ware òf in een valsche getallenvergelijking. In het 1° geval 
had men haar even goed kunnen weglaten; in het 2° is het niet 
mogelijk, een stel wortels te vinden, dat aan de 3 gegeven verge- 
lijkingen voldoet. De 3° vergelijking is dus òf overbodig òf zij 
maakt het vinden eener gemeenschappelijke oplossing onmogelijk; 
in het 1° geval bestaat tusschen de 3 vergelijkingen afhankelijk- 
heid, in het 2° strijd (de vergelijkingen zijn „strijdig”). 


S 61. Ten einde een onbekende te elimineeren, worden veelal 
vergelijkingen opgeteld en afgetrokken; de daardoor gevonden ver- 
gelijkingen worden dan verder behandeld alsof zij tot de gegevene 
behoorden. Hierbij steunt men op de 


Stelling. Wanneer men uit een gegeven stelsel van 2 verge- 
lijkingen met 2 onbekenden een nieuw stelsel afleidt, bestaande uit 
één dezer vergelijkingen en een nieuwe, welke verkregen is door 
eenige malen de eene gegeven vergelijking bij eenige malen de 
andere op te tellen, dan heeft het nieuwe stelsel dezelfde’ wortels 
als het gegevene. 

(Deze stelling, zoo noodig, uit te breiden voor meer vergelijkingen 
met meer onbekenden.) 


Bewijs. Nemen wij het eenvoudige geval, dat de vergelijkingen 
van den 1°?! graad zijn; voor vergelijkingen van hoogeren graad 
(zie voor „graad’”’ S 68) blijft de manier van bewijzen dezelfde. 


Gegeven Stelsel 1: ax 4 biy —=C; 
AX J- Doy —= C3 
Nieuw Stelsel II: ax by 
(pa, + Gan)x + (pb, + Qb) y = PC, + 4Co. 
Nu is te bewijzen: a) elk stel wortels van I voldoet aan Il. 
Ê£) elk stel wortels van Il voldoet aan |I. 


(Bewees men alleen het eerste, dan bleef de. mogelijkheid over, dat 
aan II, behalve de wortels van 1, andere voldeden: dan hadden 
beide stelsels niet hetzelfde stel wortels). 

Beide waarheden a) en £) worden samengevat in de uitdrukking : 
muenstelsels len ll zijneguivalent”. 

L. Roorpa, Theorie der Algebra. 4 
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Bewijs van a). Laat SE 4e | het stel wortels zijn van stelsel I. 


Volgens de definitie van „wortel” beteekent dit: 
am + bin =C 

en aam +- bn == Co 

Dan is p(aum + bn) + q (aam + bon) = pc, +qcy ook een ware 
getallenvergelijking of (pa, + qao)m + (pb, + qbo)n = pC, H QCo. En 
dit beteekent, eveneens volgens de definitie van „wortel’”, dat m en 
n wortels zijn van de vergelijking (pa, + qao)x + (pb, + qbo)y = 
=pC, +- QC. Dat m en n wortels zijn van de 1° vergelijking van 
Did 
Vind 


} zijn ware getallenvergelijkingen. 


stelsel Il, was gegeven, dus | is een stel wortels van 


stelsel II. 
Bewijs van f). Laat © — 7 


| het stel wortels zijn van stelsel II. 


Dit beteekent volgens de definitie van „wortel”: 
amd bin=C, en (pa, + qap)m + (pb, + qbo)n — pC, + 403 

zijn ware getallenvergelijkingen. Dan is wat men krijgt door p-maal 
de 1° dezer getallenvergelijkingen van de 2° af te trekken, ook 
een ware getallenvergelijking, d. í. qasm +- qbon==qC5, dus ook 
Qom + bon ==; is een ware getallenvergelijking. Weer volgens de 
definitie van „wortel” zijn dan m en n wortels van de vergelijking 
QX Doy =Co; gegeven is, dat m en n wortels zijn van de 
nld 


y=n | is een stel wortels van 


1 vergelijking van stelsel Il, dus 
stelsel [. 


S 62. De pas bewezen stelling leidt, als men de vermenig- 
vuldigers p en q zóó-kiest, dat 1 onbekende in de nieuw gevormde 
vergelijking den coëfficient O heeft, tot het vinden van het stel 
wortels, dat aan de gegeven vergelijkingen voldoet, d.i. tot het 
oplossen van het gegeven stelsel vergelijkingen. Eigenlijk doet 
men bij het oplossen niets anders dan eenvoudiger vergelijkingen 
je "…, Ook 
dit zijn nog vergelijkingen. Het optellen van eenige malen de ééne 
vergelijking bij eenige malen de andere (het „eenige malen” kan ook 
een negatief aantal malen zijn; dan is het optellen in den grond 
aftrekken), ten einde als coëfficient van 1 der onbekenden 0 te 
krijgen, heet het toepassen der combinatiemethode. Veelal 
noemt men naast deze de substitutiemethode en de egali- 
satiemethode; bij de eerste drukt men met behulp van de ééne 
gegeven vergelijking de ééne onbekende in de andere uit en substi- 
tueert de gevonden uitdrukking in de tweede gegeven vergelijking; 
bij de tweede drukt men met behulp van elk der gegeven vergelij- 
kingen afzonderlijk de ééne onbekende uit in de andere en stelt de 


afleiden, totdat men komt aan de eenvoudigst denkbare 
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beide er voor gevonden uitdrukkingen aan elkaar gelijk. Wezenlijk 
zijn de substitutie- en de egalisatiemethode niet anders dan 
de in bepaalden vorm toegepaste combinatiemethode. 


S 63. In 8 60 kwam afhankelijkheid en strijd ter sprake 
in het geval, dat het aantal vergelijkingen dat der onbekenden 
overtrof. Ook wanneer het aantal vergelijkingen even groot is als of 
kleiner dan dat der onbekenden, kan afhankelijkheid of strijd 
bestaan. 

Van het laatste zijn voorbeelden: 

afhankelijkheid: en en strijd: Zed ik eerd 

Afhankelijkheid en strijd(„igheid”) bij 2 vergelijkingen 
met 2 onbekenden. 

Laat gegeven zijn het stelsel vergelijkingen a,‚x + b‚y =C;, 

QX J boy == C3. 

CiDa—Cabj. Cl Col, 
al — sb,’ © _Aybe—dab, 
(de 2° breuk wordt uit de 1° afgeleid door verwisseling van a en b, 
omdat de a ten opzichte van x dezelfde rol speelt als de 6 ten 
opzichte van y; de noemer der 2° breuk zou dan worden ba, — boa, ; 
men keert het teeken om, vandaar — vóór de breuk). 

Indien de noemer a,b, — a,b, #0, vindt men 1 bepaalde eindige 
waarde, zoowel voor x als voor y, welke wel toevallig == O0 kan zijn, 
maar geen reden geeft tot verdere bespreking. 

Maar is de noemer a,b, — a,b, == 0, dan vindt men voor x òf de 
waarde oo, nl. wanneer c‚b, — Cob, #0, òf een onbepaalde waarde, 
n.l., wanneer óók C‚b, — Cob, = 0. 





Lost men x en y op, dan vindt men: x= 


(Dat b.v. LE oo moet geacht worden, blijkt, als men achtereen- 
0 TTT 

Me HerdeÏwaarden nagaat van. Pr ir 7 ij 

l ho /100 /1000 


groot” beteekent niets anders dan: „grooter dan elk op te geven getal”’; 
vgl. S 88.) 





enz. „Oneindig 


a,b, — db, =O zegt: sn ld, 
ED 
C b, 
gs er Én == zegt: PT De 1 
Zoo blijkt: Indien & isk De’ vindt men voor x en voor y elk 1 
Ag pe 
eindige A waarde. 
Is kn Tik ‚dan vindt men voor x geen eindige waarde. 
Is a, d RS : 1 dan kan men voor x nemen wat men wil. 
2 2 


In het geval, dat men voor x geen eindige waarde vindt, vindt 
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men evenmin voor y een eindige waarde, want C‚49 is dan 
ook niet gelijk aan c,a,, dus de teller van de breuk, die men 
boven als waarde van y heeft gevonden, wordt niet = 0 en de 
noemer wel. 

Oneindig groote waarden aanvaardt men (in de Lagere Algebra) 
meestal niet als wortels; daarom zegt men: als sz —, ÍS 

2 

er geen waarde voor Xx of voor y te vinden. Men kan ook zeggen: 
in dit geval is er geen enkel stel wortels van de ééne vergelijking, 
dat ook aan de 2° voldoet; men noemt de vergelijkingen strijdig. 
a == ze: d, kan men voor x nemen elke waarde, die 
2 2 2 

men verkiest, en uit 1 der vergelijkingen de bijbehoorende waarde 
van y berekenen; dezelfde waarden van Xx en y zullen dan aan de 
andere vergelijking voldoen. Elk stel wortels der eene vergelijking 
is ook een stel wortels der andere. 

Uit te volgt, dat men in dit geval de ééne vergelijking 
uit de andere kan afleiden door de laatste met een getal te ver- 
menigvuldigen: de vergelijkingen zijn dus afhankelijk. 

Voorbeeld van 2 strijdige vergelijkingen: 2x 3y = 10 

4x + 6y = 21. 

Neem maar een aantal willekeurig gekozen waarden voor x: 


be md! 1 2 3 4 5 





Indien 





in de 1° vergelijking 





behoort‘hierbij . …. y= 34 | 24 | 2 14 AO 
inde 2° vergelijking y —= 34 | 28 | 24 | 1} | & | & . … « (B) 

















Dat de waarden in rij («) met @ afdalen, ligt daaraan, dat 3y met 
evenveel moet afnemen als waarmee 2x toeneemt en wij laten x 
met. 1, dus-2xmet 2etoenemen: 

De waarden in rij (£) moeten echter ook met 3% afdalen, want 6y 
moet met een even groot bedrag afnemen, als waarmee 4x toeneemt. 

De waarde van y in rij (£), die behoort bij x= 0, is # grooter 
dan die, welke in rij («) bij x=0 behoort; wegens het gelijkelijk 
afdalen blijft het getal in (£) steeds } grooter dan het overeen- 
komstige in («). 

Voorbeeld van 2 afhankelijke vergelijkingen: 2x + 3y =10 

Ax + 6y = 20. 

Bij elkaar behoorende waarden van x en y in de 1° vergelijking: 


KOL LD 





y|s4l28j 2 lit) 3 | o 
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Nu kan men van één dezer stellen wortels door substitutie verifieeren, 
dat het ook aan de 2° vergelijking voldoet; dan geldt dit van al 
deze stellen, omdat de opeenvolgende waarden, die men voor 4x 
vindt, met 4 opklimmen, terwijl de bijbehoorende waarden van 6y 
met 4 afdalen. Maar eigenlijk is alle gereken overbodig: dat dezelfde 
waarden van Xx en y, die 2x} 3y= 10 maken, 4x + 6y = 20 maken, 
heeft geen verklaring noodig. / 

Als men uit 2 afhankelijke of strijdige vergelijkingen 1 onbekende 
elimineert, verdwijnt tegelijk de andere, want als zij bleef staan, 
vond men voor haar een bepaalde eindige waarde. Bij afhankelijke 
vergelijkingen met cijtercoëfficienten komt men na de eliminatie uit 
op een ware, bij strijdige op een valsche getallenvergelijking. 


S 64. Afhankelijkheid en strijd(-„igheid”) bij meer dan 2 ver- 
gelijkingen met meer dan 2 onbekenden. 

Tusschen meer dan 2 vergelijkingen met meer dan 2 onbekenden 
bestaat 1 graad van afhankelijkheid, wanneer men 1 er van 
uit 1 of meer der overige kan afleiden; deze kan men dus wel 
schrappen, zonder dat men van het totaal, dat gegeven is, iets 
verliest. Twee graden van afhankelijkheid bestaan, wanneer 
2 der vergelijkingen volgen uit l of meer der overige; die 2 kan 
men dan wel schrappen. Zoo kan men voortgaan. Heeft men n 
vergelijkingen met m graden van afhankelijkheid (m < n), dan heeft 
men slechts n — m onafhankelijke vergelijkingen. Leidt men uit de 
n vergelijkingen nieuwe af en vervangt men sommige van de n 
gegevene door evenveel van deze nieuwe, dan wordt het aantal 
graden van afhankelijkheid niet verminderd; immers men krijgt er 
geen enkele onafhankelijke vergelijking bij. 

Weet men, dat b.v. tusschen 3 vergelijkingen met 3 onbekenden 
1 graad van afhankelijkheid bestaat, dan staat vast, dat men voor 
l der onbekenden (onverschillig voor welke) een waarde naar 
willekeur kan nemen; heeft men deze aangenomen, dan zijn de 
andere 2 onbekenden daardoor bepaald; immers men had 2 onaf- 
hankelijke vergelijkingen en ook 2 te bepalen onbekenden. Lost 
men uit de 3 vergelijkingen | onbekende op (onverschillig welke), 
dan moet men dus een uitdrukking vinden, die elke waarde kan 
hebben, d.i. een breuk, waarvan teller en noemer beide == 0 zijn. 


Vraagstuk. 3x 2p—SZ=l vormen een afhankelijk stelsel. 
ANIV tr S2i— 4 G el b E 187 
bx +12y + z=7 evraagd: a en b (v. Ev. no. 18 








Oplossing. 
Shlrn VA mnd A RM (SOE DAN 30 3 | (6 — 17)x =4— 24, 
Ax + 3y +82 —=a 1 Genel 
GA PA A fj Me EK | 
zoodat x =i zal x elke waarde kunnen hebben, dan is noodig 4 — 2a —=0 


en b—17=0 OI Ren mO == Lif: 
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Opmerking. De 1 en de 5, achter de 1® en de 3e vergelijking tusschen 
verticale lijnen geplaatst, duiden aan, dat de 1e vergelijking met 1 en de 3° met 
5 is vermenigvuldigd: na optelling leveren de uitkomsten (55 + 3)x + 62y —= 36. 
Evenzoo duiden de 1 en de 8 achter de 2e en de 3® vergelijking aan, dat de 
2e vergelijking met 1 en de 3° met 8 is vermenigvuldigd; aftrekking der uit- 
komsten geeft (85 — 4)x +93y =56 —a. Van de zoo verkregen vergelijkingen 
is de 1e weer met 3 en de 2e met 2 vermenigvuldigd, gelijk tusschen de 
verticale strepen er achter is aangewezen; aftrekking geeft: (b — 17)x =4— 24. 

(Deze zeer aanbevelenswaardige wijze, om aan te duiden, hoe men een 
onbekende elimineert, is te danken aan den heer P. Wijdenes te Amsterdam, 
Redacteur van het Nieuw Tijdschrift voor Wiskunde.) 


S 65. Boven werd het woord „elimineeren” herhaaldelijk ge- 
bruikt. Veelal geeft men de volgende definitie: Wanneer men uit 2 
of meer vergelijkingen met 2 of meer onbekenden een nieuwe 
vergelijking heeft afgeleid, waarin 1 der onbekenden niet meer 
voorkomt, zegt men dat men deze onbekende uit (of tusschen) de 
oorspronkelijke vergelijkingen heeft geëlimineerd. 

Aan het eind van 8 63 werd opgemerkt, dat bij 2 onderling 
afhankelijke vergelijkingen met 2 onbekenden eliminatie der eene 
onbekende tegelijk de andere doet wegvallen. Het overeenkomstige 
geval doet zich voor, als afhankelijkheid bestaat bij n vergelijkingen 
met 7 onbekenden. Hebben deze onbekenden Lette rcoëfficienten, 
dan voert het stellen van den eisch van afhankelijkheid tot één of 
meer vergelijkingen, die betrekkingen uitdrukken tusschen deze 
coëfficienten (zie 8 63 en het Vraagstuk der vorige 8). 

Tot dergelijke betrekkingen kan men ook komen, wanneer het 
aantal vergelijkingen dat der onbekenden overtreft, terwijl toch een 
gemeenschappelijke oplossing bestaat (ook dan zijn de vergelijkingen 
onderling afhankelijk). Men lost de onbekenden op uit zooveel 
vergelijkingen als er onbekenden zijn en substitueert de er voor 
gevonden waarden in de niet gebruikte vergelijkingen. 

In beide gevallen is men uit de gegeven vergelijkingen gekomen 
tot andere, waarin de onbekenden der gegeven vergelijkingen niet 
meer optreden; men heeft dus ook hier die onbekenden geëlimi- 
neerd. 

Het elimineeren van alle onbekenden uit een stelsel verge- 
lijkingen kan men ook definieeren als: het afleiden der betrek- 
kingen tusschen de in die vergelijkingen optredende 
coëfficienten. In het geval van eliminatie van alle onbekenden 
verdient deze definitie de voorkeur, omdat, terwijl de straks gegevene 
alleen zegt, wat niet in het eliminatieresultaat voorkomt, deze 
aangeeft, wat er wel in staat. 


Vraagstuk. Waf is de waarde van A, als de 4 vergelijkingen 


3x +4y—4z=l 


2 je ke HE 2 5 Er een gemeenschappelijk stel wortels hebben? 


Ax +5y 22 ==, (v. Ev. no. 384.) 
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Oplossing. Los x, yen z uit de eerste 3 vergelijkingen op. 
3x +4y—4z=l| 1 EPEN 1 | 
eden | 2 | 


1 El Substitutie der gevonden 
Wert 2 | 2 


| 
y=2|2 \_x==l waarden in de 4e vergelij- 

|_ _y==2 king geeft A+10—6—=9, 
bek ene dS Ad. 

Vraagstuk. Welke betrekking bestaat tusschen a, b en c, als van 

(bHext(etaytlatb)=0 elke vergelijking afhankelijk is van de 

(c+a)x+(atb)yt(btc)=0 beide andere? (Sfaatsex. 1922 met gewij- 

(atb)x +(bte)yt(eta)=0 zigde redactie) 

Oplossing. De graad van afhankelijkheid verandert niet, als men het gegeven 
stelsel vervangt door een ander stelsel van 3 vergelijkingen, die door optelling 
of aftrekking uit de gegevene zijn af te leiden. 

Tellen wij de 3 gegeven vergelijkingen samen, dan geeft de som na REC 

rdf 


door 2 (aFbtoxF(atbFopy (abe) =0 
Trek hiervan achtereenvolgens elk der gegeven vergelijkingen af, dan vindt 
men het stelsel 
Ton ll ape lid on a ER df) 
DRECH OON a ene Meent. (Y) 
CAE OE Ve en. (0) 
terwijl uit (a) óók volgt: òf adbtc=0 
Oeh ern OB ee (E) 


ze 
Lost men x en y b.v. uit (£) en (#) op, dan vindt men x= ks en 
nn my) deze beide waarden gesubstitueerd in (e) geven: 


mf es 
nt EE t1=0 of a? + b2 + ec? — be — Ca —ab=0. 





De gevraagde B is dus: 8 det OEE — 0 
f a? Hb? 4e? —be—ea—ab=0, 
welke beide samen te vatten zijn DA a® + be +3 — 3abe —=0 (vergelijk S 7). 
Opmerking. Had men x en y opgelost uit de eerste 2 der gegeven verge- 
lijkingen en de gevonden waarden in de 3e gegeven vergelijking gesubsti- 
tueerd, dan had men dezelfde uitkomst gekregen, maar ten koste van meer 
cijferwerk. 
Vraagstuk. Waf is de waarde van k, als 2x—5y+3—k(3x—y—4) =0, 
zen FT odd, 
4x —3y=5 
een afhankelijk stelsel vormen? (v. Ev. no. 183, gewijzigde redactie). 


Oplossing. De laatste 2 vergelijkingen geven: 
de 1€ geeft 2 k=—=0, dus k=2. 

Opmerking. Als tusschen vergelijkingen afhankelijkheid bestaat 
of strijd, kan men niet zeggen, welke de afhankelijke of de met 
andere strijdige vergelijking is: in bovenstaande voorbeelden b.v. 
is even goed de 1° afhankelijk van de 2° en de 3° als de 2° van 
Renders Oolsde 3“ van de 1° en de 2%. 


S 66. Is in elk der vergelijkingen het 1° lid homogeen en het 
2e lid O (de vergelijkingen worden dan zelf homogeen genoemd), 
dan kan men uit n— 1 vergelijkingen met n onbekenden de ver- 
houding der waarden van de onbekenden vinden; men deelt alle 
vergelijkingen door 1 onbekende en beschouwt de guotienten, 


y ee Substitutie hiervan in 
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die in het 1° lid ontstaan, als onbekenden; daarvan zijn er n — |. 
(Aan elke homogene vergelijking wordt ook voldaan door: elke 
onbekende == 0; dit heet de „nul-oplossing’, maar deze is ín den 
regel waardeloos.) 


Vraagstuk. Wanneer a, b, c en d getallen zijn, die van O verschillen en aan 
de volgende vergelijkingen voldoen : 


4a + 2b —3c al 
4b + 3c — 2d =0 
3a — dbi 40 
welke verhouding bestaat er dan tusschen a en b? (v. Ev. no. 258). 
Oplossing. Elimineer c en d; er komt 25a+32b—=0, dus Se 


Opmerking. Werden alle verhoudingen gevraagd tusschen 2 der grootheden 
a, b, cen d, dan moest men door 1 er van deelen, b.v. door b; 
er komt C 


An +23 =0 
3 vergelijkingen met 3 onbekenden 
Cc d 
44320 a Ús d 
b b nj en 
7: 5 d b b b 
3 mt hf ea rn 0 


Door deeling vindt men uit deze 3 verhoudingen ET En enz. 


Zal aan 2 homogene vergelijkingen van den 1°"! graad met 2 on- 
bekenden ax + by =0 
en Qax + boy =O 
door een andere dan door de O-oplossing worden voldaan, dan 


moet Le want de 1° vergelijking geeft voor ). de waarde 
A5 Ds % 
a, 


AGL de 2°. de waarde — ds welke waarden gelijk moeten zijn. 
dl 2 
S 67. Zijn vergelijkingen gegeven in de gedaante van onderlinge 
gelijkheid van eenige breuken, dan handelt men veelal, zoowel 
ter eliminatie als ter oplossing of vervorming, het verstandigst, door 
elk der breuken == K te stellen en voor elke breuk neer te schrij- 
ven: teller = k maal noemer (men heeft altijd evenveel vergelijkingen 
als er gelijkteekens staan). 
iele: 2 xy=34 (wv. Ev no. 121). 
Oplossing. Stel elk der gelijke breuken =k, dan is 
X-l=2% of x= +1 
y—-2—=3k of y=3k +2 
z—3=4k of z=4k 3. 
Substitutie hiervan in 22—xy—=34 geeft: 10K? + 17k — 27 —=0, een vergelijking 
met slechts 1 onbekende, welke levert: k=1l of =—?®/0 (zie S 90). Deze 


waarde heeft men slechts voor K te substitueeren in de uitdrukkingen voor 
Xx, y en Z en men vindt 
| x|3| —4% 


ie | 5 | — 61/10 
24 | 7 | — 7/5 





Vraagstuk. Los op 
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CVS DZ BEECK 
mrd 


mn Ek bewijs dan, dat 
m n 


Vraagstuk. Als 
5 ‚e y hik z 
a(—al+bm+ten) blal—bmten) e(al+bm—en) 
(Wijdenes, Algebraïsche Vraagst., Deel I, S 39, no. 66.) 
Oplossing. Stel elk der gelijke breuken — k, dan is 











cy + bz =kl : EE ende APC 
CX TO Nn ore (LE) 
bx + ay EW ets nrs GERT) 


Om de uitdrukkingen te krijgen, die in de noemers der ‘breuken optreden, 
waarvan men de gelijkheid bewijzen moet, gaat men achtereenvolgens samen- 








tellen — d maal (I), b maal (ID) en _c maal (III), 

a maal (ll), — b maal (Il) en c maal (III), 

a maal (I), b maal (II) en -—c maal (!II). 

De sommen zijn respectievelijk 

Di k 
2bex =k(—al+bmten), dus Ene Minot 

RE En! y pek 
2acy=k( al—bmten), dus DEN be oe 

8 k 





2abz=k( al+bm—cen), dus al +bm=—=en  2ab 


en hieruit volgt terstond, wat te bewijzen was. 


S 68. Indeeling der vergelijkingen naar een 3° principe: 
Beeelngen van den 1, 2en, Jer, enz, graad. 

Definities. De graad eener vergelijking is de graad van haar 
1° lid, nadat men haar tot haar algemeene gedaante herleid 
heeft. 

_ Een vergelijking heet tot haar algemeene gedaante herleid, 
wanneer 

1. er geen breuken in voorkomen met een onbekende (of meer) 
in den noemer; 

20, er geen wortelgrootheden in voorkomen met een onbekende 
(of meer) onder een wortelteeken; 

3°. alle bewerkingen zoover mogelijk zijn uitgevoerd; 

40, het 1° lid gerangschikt is volgens de afdalende machten der 
onbekende (zijn er meer onbekenden, dan naar de machten van één 
dier onbekenden); 

Bs het 26 lid =0 is (de vergelijking heet dan „op 0 herleid”). 

Men kan deze voorwaarden samenvatten in de formuleering: 

Een vergelijking heet tot haar algemeene gedaante herleid, 
als het 1° lid de algebraïsche som is van afdalende machten 
der onbekende(n) met geheele rekenkundige exponenten, voorzien 
van coëfficienten, terwijl het 2° lid O is. 

In S 60 bleek, dat het aantal vergelijkingen gelijk moet zijn 
aan dat der onbekenden; in Hoofdstuk XII zal worden bewezen, 
dat het aantal wortels eener vergelijking gelijk is aan het getal, 
dat haar graad aanwijst. 


S 69. 


HOOFDSTUK VI. 


Onafhankelijke en afhankelijke veranderlijken. Functies. 
Grafische Oplossing van vraagstukken. Grafische 
Voorstelling van Functies. 


S 69. Elk vraagstuk stelt den eisch, uit bekende grootheden 
onbekende af te leiden. Deze onbekende grootheden staan tot de 
bekende of ook onderling in een bepaalde betrekking. De onbe- 
kende kan de som zijn van 2 of meer der bekenden of onbekenden, 
het verschil, het product, het quotient, zij kan met een andere 
onbekende grootheid recht of omgekeerd evenredig zijn 

omgekeerd verden 
evenredig 
is met een grootheid x, als het eenige malen zoo groot of zoo 
klein worden van Xx tengevolge heeft het evenveel malen zoo 
be of zOoO eon worden van y.) 

of met meerdere samengesteld evenredig, zij kan even- 
redig zijn met een macht van of een wortel uit een der onbe- 
kende grootheden, recht evenredig met een macht van de 
ééne onbekende grootheid en tegelijk omgekeerd evenredig 
met een wortel uit een andere, enz. 

Men kan de betrekking in woorden uitdrukken, maar korter en 
meer overzichtelijk is de uitdrukking in algebraïsch schrift. Hierbij 
is men gewoon, grootheden, die ín eenzelfde vraagstuk steeds 
dezelfde waarde hebben, voor te stellen door andere letters dan 
Xx, y en z, terwijl men grootheden, die in hetzelfde vraagstuk, althans 
zoolang het antwoord niet vaststaat, een groot aantal waarden 
(meestal oneindig veel) kunnen hebben, aanduidt door x, y en z 
(als er meer dan 3 zijn, u, v, enz. er bij of ook Xx, vs 2enenzn 

De hier genoemde grootheden zijn steeds getallen, die het aantal 
eenheden van zekere soort aangeven, het aantal M., het aantal 
guldens, het aantal dagen, enz. 

In algebraïsch schrift worden de boven opgesomde betrekkingen 
respectievelijk geschreven: x=atb; x=a—b; x=ab; 
mdk DE me CEE Ae mn RCM 
rr bk te le y=CHX; Zn 

Uit: x=c ys y=? en Z= CH volgt, dat x afhankelijkmis 
van u. Op welke wijze? Begin van achteren af: 

y= =Vu=ecNu; x= y= uVu= uu; 
zoodat x evenredig blijkt met de 3° macht van Wu. 


[Definitie Men zegt, dat een grootheid Á 
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S 70. Bij ingekleede vraagstukken moet men den aard der 
betrekking tusschen de optredende grootheden kennen uit de voor- 
stelling, die men van de stoffelijke wereld heeft. Daarbij vereen- 
voudigt men bijna steeds de betrekking in hooge mate. Men 
neemt b.v. aan, dat de verrichte arbeid evenredig ís aan het aantal 
arbeidsdagen, de vereischte hoeveelheid voedsel aan het aantal 
eters, enz. Deed men dit niet, dan zou men over veel meer gege- 
vens moeten beschikken, b.v. in het eerste geval over den loop der 
arbeidsprestatie, m.a.w. het vraagstuk werd ingewikkelder, terwijl 
in de meeste gevallen de met veel meer moeite bereikte grootere 
nauwkeurigheid voor de practijk van weinig of geen belang zou zijn. 


S 71. Als men zegt: de verrichte arbeid is evenredig aan het 
aantal arbeidsdagen, stelt men zich voor, dat het aantal arbeids- 
dagen verschillend kan worden genomen en dat hiervan het gevolg 
is: verandering van den verrichten arbeid. Het aantal dagen is hier 
de onafhankelijk veranderlijke grootheid en de verrichte arbeid de 
afhankelijk veranderlijke. 

Het omgekeerde kan evengoed voorkomen. Moeten eenige karweien 
van ongelijken omvang worden uitgevoerd, dan zal men zeggen: 
het aantal arbeidsdagen is evenredig met den te verrichten arbeid. 
Hier is de grootte van het karwei de onafhankelijk veranderlijke 
grootheid, waaruit het aantal arbeidsdagen volgt. 

Zegt men: de prijzen van verschillende stukken, geknipt van een- 
zelfde rol kleedingstof, zijn evenredig met de lengten, dan beschouwt 
men de lengte als de onafhankelijk veranderlijke, den prijs van een 
stuk als de afhankelijk veranderlijke grootheid. Maar kent men de 
verschillende bedragen, welke onderscheidene koopers besteden en 
niet het aantal M., dat elk koopt, dan zegt men: het aantal M. is 
evenredig aan den besteden prijs; deze laatste is de onafhankelijk 
veranderlijke en het aantal M. de afhankelijk veranderlijke grootheid. 

In plaats van: „de prijs van een stuk laken is afhankelijk van de 
lengte” zegt men ook: „de prijs van een stuk laken is een functie 
van de lengte”. Heeft men meer dan 1 stuk en verschillen de 
stukken in prijs per M., dan is de prijs van een stuk een functie 
van zijn lengte en zijn meterprijs. De door een kapitaal opgebrachte 
rente is een functie van: 1) de grootte van het kapitaal, 2) het /,, 
3) het aantal tijdseenheden, dat het kapitaal uitstaat. 


S 72. Men kan de functie schrijven in algebraïsch schrift. 
Dan is een functie van 1 of meer veranderlijke grootheden 
(„veranderlijken’) een algebraïsche vorm, waarvan de waarde 
afhangt van die der veranderlijken. Zoo zijn 3x, ax b, 2}x° en 
CX — dy 
der La 
en y, enz. De coëfficienten en exponenten, die hier optreden, 
onverschillig, of zij door letters of door cijfers zijn uitgedrukt, 


P/x functies van Xx; 2x + Ty ax° + bye functies van Xx 


Fig. 1. 
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heeten constanten. De functie zelf heet, als zij alleen van x afhangt, 


meestal y; als zij van x en y afhangt, Z, enz. Men schrijft dus: 


VE IKV en Ker OE Ze Zenne enz.; hier 


zijn y en Z functies: y van Xx; Z van x en y. Wil men alleen uit- 
drukken, dat y zekere functie is van x, zonder te omschrijven welke, 
of wil men eenzelfde bekende functie herhaaldelijk noemen, dan 
schrijft men: y= f(x), te lezen: y==functië x; wilen 
functie er naast noemen, dan schrijft men deze b.v. y=F(x); 
eveneens 2=f(x,y) of Z=F(x,y), enz. ‘Zoo kan f(x) voorsten ens 
X—2X° +7; f(3) is dan 3°—2.3° +7; f(a) is dan a°— 20° 47. 


S 73. De functie 3x kan b.v. ontstaan zijn uit: 1 M. stof kost 
f3, dan is het aantal guldens, dat x M. kost, 3x. Dit aantal guldens 
noem ik py; y hangt alleen af van x; y is een functie van x en wel 
de eenvoudige functie 3x. 


S 74. De algebraïsche voorstelling van de afhankelijkheid der 
eene grootheid van de andere is meer overzichtelijk dan de om- 
schrijving dier afhankelijkheid in woorden; in vele gevallen bestaat 
er een middel, om de afhankelijkheid nog sprekender voor te stellen 
en wel door middel eener figuur, dus grafisch. Bij eenzelfde functie 
kan men verschillende figuren bedenken, die haar grafisch voorstellen ; 
natuurlijk kiest men de meest sprekende. 

Wil men b.v. de functie y = 3x grafisch voorstellen, dan zou men 
dit kunnen doen door 2 evenwijdige lijnen a en b te trekken en (niet 
tusschen de evenwijdige lijnen) op een afstand van a = den halven 
afstand van a tot b een punt Ate nemen; het voetpunt der loodlijn 
uit A op a heete O en het snijpunt dier loodlijn met 5 O'. Zet van 
O naar rechts (resp. links) zooveel eenheden (willekeurig te kiezen) 
af als x bevat en trek uit A een lijn door het verkregen eindpunt; 
deze lijn zal b snijden in een punt, dat een aantal y van dezelfde 
eenheden van O’ verwijderd ligt (bewijs in de Planimetrie). De 
afstanden op b zijn een functie van die op a; even goed omgekeerd 
die op a een functie van die op b; in het 1° geval heet het aantal 
eenheden op a x en dat-op b yen is y—=3x; in het 20E v 
het aantal eenheden op bx en dat op a y en dan is y= 4x. 

Intusschen is deze manier om een functie grafisch voor te stellen 
niet algemeen; precies in dezen vorm is zij alleen te gebruiken 
voor: py en Xx evenredig, d.i. y = cx; desnoods ook voor y = Cx + d 
(de afstanden op b te meten vanaf een punt O”, gelegen d eenheden 
links van O'). De door teekenaars gebruikte transversaalschaal 
berust op de hier aangegeven idee. 


S 75. Algemeener wordt de grafische voorstelling, als men niet 
2 // lijnen, maar 2 snijdende lijnen neemt; gewoonlijk zet men ze 
loodrecht op elkaar (noodig is dit niet) en noemt de ééne (in de 
praktijk die, welke // onder- en bovenrand van het papier loopt) de 


RN 


Fig. 3. 


Fig. 4. 


Kie, 
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X-, de andere de Y-as, het snijpunt O den oorsprong. Dat men 
op X- en Y-as even groote eenheden afpast, is niet noodzakelijk 
en in sommige gevallen zeer onpractisch. 

Men spreekt af, dat men een positief aantal eenheden op de 
X-as afzet van O naar rechts, een negatief aantal naar links, 
een positief aantal op de Y-as van O naar boven, een nega- 
tief aantal naar beneden. De 4 deelen, waarin de door O door- 
getrokken X- en Y-as het platte vlak verdeelen, noemt men 
kwadranten; men nummert deze fegen de beweging der wijzers 
van het uurwerk in. 


S 76. Bij het vraagstuk van de meters stof à f3.— van 8 73 
komt nu figuur 3 als grafische voorstelling; het aantal meters wordt 
op OX uitgezet en het aantal guldens loodrecht op de X-as, te 
beginnen ín het eindpunt van het op de X-as afgezette stuk. 


Bi 0 LH 1, OR AE ENE 





} 


behoort y= 0 3 | 44 OSE en 128 

















In het punt A zijn de getallenwaarden 1 en 3 gecombineerd; men 
de X vanA, 3 .de'y van.A; de x.van-A sheet. ook de 
abscis van A, de y heet ook de ordinaat; de 1 en de 3 samen 
heeten de coördinaten van A. Zoo zijn in punt B de waarden 
2} en 74 gecombineerd; de x of de abscis van B is 24, de y of 
de ordinaat van B is 7}; de coördinaten van B zijn 24 en 74 
(altijd de x eerst noemen). 

Omdat A OA'A en A OB'B een rechten hoek gelijk hebben en 
de zijden om dien hoek evenredig, zijn zij gelijkvormig, dus hun 
scherpe hoeken bij O zijn gelijk, zoodat OB over OA valt, m. a. w. 
O, A en B liggen in één rechte lijn. Op gelijke wijze blijkt, 
dat alle punten, waarvoor y=3x, op dezelfde lijn liggen; men 
noemt deze lijn daarom kortweg de lijn y=3x; y=3x heet ook 
de „vergelijking van de lijn”. De lijn y=x deelt den rechten 
hoek tusschen X- en Y-as middendoor; schrijft men algemeen 
y==ax, dan liggen alle lijnen, waarvoor a < 1 (a positief) tusschen 
de X-as en de lijn y =x; alle lijnen, waarvoor a > 1, tusschen de 
lijn y==x en de Y-as. Is a negatief, dan krijgt men een lijn, die 
in het 2° en 4° kwadrant ligt. 


S 77. Elke 2 grootheden, die afhankelijk zijn, kan men als x 
en y beschouwen: aantal arbeidsdagen en geleverde arbeid, aantal 
minuten en aantal door een kraan uitgevloeide liters, aantal guldens 
van een kapitaal en aantal guldens rente (bij bepaald procent en 
in bepaalden tijd), enz. 

Bezien wij nader het voorbeeld van een kraan, waardoor water 
wegloopt. Stelle AB het geheele aantal liters vloeistof voor, dat in 


Fig. 6. 
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het vat is, b.v. 20 L. terwijl deze in 10 minuten wegloopen. Nu 
kan men voor elk oogenblik van die 10 minuten aan de lijn OB 
aflezen, hoeveel L. op dat oogenblik reeds weggeloopen zijn, b.v. 
na 7 minuten 14 L. Lijn OB kan men noemen de lijn y = ax, dan 
is a=2 (de eenheden in de richting der X-as en die in de richting 
der Y-as zijn in grootte geheel onafhankelijk). Denk een 2° kraan 
ook aanwezig, die alléén in 8 minuten het vat zou doen leegloopen; 
hoeveel op elk oogenblik van die 8 minuten door deze kraan 
alleen is weggeloopen, wordt afgelezen op de lijn OD; noem deze: 
y=bXx. Hoe nu, als beide kranen tegelijk open staan? Na 2 
minuten zal dan een hoeveelheid vloeistof zijn weggeloopen, die 
voorgesteld wordt door EM =EF + EG, na 3 minuten een hoeveel- 
heid, voorgesteld door HN == HK + HL, enz. De punten M, N, enz. 
liggen weer met O op één rechte lijn, want EF=a.OE en 
EG=b.OE, dus EM =(aFb)OE; HKS aq OH HS 
dus HN == (a + b) OH, zoodat ee == 5e dus A OEM A OHN, enz. 

Indien lijn OM BD snijdt in-P, geeft de x van P het aantal 
minuten aan, waarin het vat leegloopt, wanneer beide kranen 
tegelijk worden opengezet (hier 4$ minuut). De lijn OM wordt het 
eenvoudigst gevonden, als men SD verlengt met een stuk DR == ST; 
OR is dan de lijn, waarop M, N, P liggen. 

Werkende op mM.-papier, kan men de x van P zonder bereke- 
ning aflezen }). 


S 78. Vele vraagstukken laten zich zoo grafisch oplossen. 


1. Als f 25.— betaald wordt met guldens en kwartjes, samen 37 
geldstukken, hoeveel guldens en hoeveel kwartjes zijn daarbij? 

OA stelt de 37 geldstukken voor; AB (== OA) stelt de grootte 
voor van de som, die betaald zou zijn, als elk geldstuk een gulden 
was. De y van eenig punt van OB stelt het bedrag voor, dat 
betaald wordt met zooveel guldens als de x van dat punt bedraagt. 
OF (= 4 OA) stelt het bedrag voor, dat met 37 kwartjes betaald 
zou zijn. Met b.v. 3 guldens en 34 kwartjes zou betaald zijn een 
bedrag GM = GK + GL; met 10 guldens en 27 kwartjes een bedrag 
NR=NP + NQ, enz. Op soortgelijke wijze als bij het vorige 
vraagstuk is aan te toonen, dat F,‚, M, R,‚, .... B op een rechte lijn 
liggen. Noem het punt, waar deze lijn de lijn y= 25 (d. í. de lijn 
door C//de X-as) snijdt, D, dan geeft de x van D, nl. OE, het 
gevraagde aantal guldens aan (21) en AE het gevraagde aantal 
kwartjes (16). 


2. A kan een werk doen in 12 dagen, B in 10. Eerst werkt A 





Il) Men gebruike: P. Wijdenes, Teekenbladen voor Grafische Voorstellingen. Uitgave 
P. Noordhoff, Groningen. 
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een poos alleen; daarna maakt B alleen het werk af. In het geheel 
wordt 104 dag over het werk gedaan. 

Welk deel van het werk doet ieder en hoe lang werkt hij? 

Dit vraagstuk geeft dezelfde figuur als het voorgaande. De lijn 
door C//de X-as snijdt de Y-as in een punt, dat hier S genoemd 
is. Overigens zijn hier alleen de beslist noodzakelijke punten van 
letters voorzien; deze letters zijn dezelfde als die in fig. 6 bij de 
overeenkomstige punten staan. 

Men kan aflezen: 

A doet +} in 3 dagen, B $ in 7} dag. 

(OA kan men willekeurig lang nemen; de keuze der eenheid in 
de richting der X-as is geheel onafhankelijk van die der eenheid 
in de richting van de Y-as.) 


3. A kan een werk doen in 12 dagen; B in 10. Eerst werkt A 
een poos alleen; daarna maakt B alleen het werk af. Als B 4 dagen 
langer werkt dan A, hoe lang werkt dan ieder? 

Laat UV het geheele werk voorstellen, dan stelt WV =?# UV 
voor, wat B ín de 4 dagen doet, welke hij langer werkt dan A. 
Bijgevolg stelt UW voor: wat A doet + wat B doet in het aantal 
dagen, dat A werkt. Dit stuk UW zou ook voltooid worden in 
datzelfde aantal dagen, indien zij gedurende die dagen samen 
werkten; men krijgt dan verder een behandeling, geheel overeen- 
komende met die van het vraagstuk der 2 kranen van S 77; bij de 
overeenkomstige punten zijn dezelfde letters geplaatst. 


4, Een bloemkweeker heeft 20 orchideeën. Op elke plant, die hij 
verkoopt, verdient hij f5—, maar op elke, die hij niet verkoopt, 
lijdt hij f 1.— schade. De totale winst is f 76—. Hoeveel heeft hij 
er verkocht? 

DE OR OB 0 AG 205; OH S20 Xl. De :y van 
eenig punt van HG wijst de winst aan, die de kweeker behaalt, 
wanneer hij zooveel orchideeën verkoopt als de x van dat punt 
aanwijst: als hij er O verkoopt, heeft hij f 20.— schade; verkoopt 
hij ze alle, dan wint hij f 100—. 

BC // de X-as geeft met HG het snijpunt D. De x van D, die 
16 blijkt, geeft het aantal verkochte planten aan. 

De eenheden in X- en Y-richting zijn ook hier geheel onafhan- 
kelijk van elkaar. 


5. Een fietser (snelheid 15 K.M. per uur) en een auto (20 K.M.) 
rijden van A naar B (afstand 72 K.M.); de auto een half uur later 
dan de fietser. Weer 15 min. later rijdt een rijtuig (12 K.M.) van B 
naar A. Waar en wanneer is dit midden tusschen fietser en auto? 

De y van eenig punt van lijn AD, onverschillig welk, wijst het 
aantal K.M. aan, dat de fietser aflegt in het aantal uren, dat aange- 
wezen wordt door de x van dat punt. Hetzelfde geldt voor lijn CS 


ten aanzien van de auto; alleen moet men hier de x met 4 


Fig. 11. 
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verminderen. De y van eenig punt van EF geeft het aantal K.M. aan, 
dat het rijtuig nog van A verwijderd is op den tijd, die aangewezen 
wordt door de x van dat punt. De eenheid in de richting AB is 
geheel onafhankelijk van die in de richting loodrecht op AB; het 
komt alleen op de verhouding der hellingen aan. 

CD is in T middendoorgedeeld; daarom deelt TS alle lijnen 
tusschen CS en DS (ook door S heen verlengd), die // AB loopen, 
middendoor. Het snijpunt G van EF en TS geeft de gevraagde 
plaats en den gevraagden tijd aan. 


6. Het volgend vraagstuk (in elke opgavenverzameling te vinden) 
wordt meestal opgelost met behulp eener vierkantsvergelijking (bij 
geschikten opzet valt deze in 2 vergelijkingen van den 1®? graad 
uiteen). | 

A en B gaan gelijktijdig uit P en Q elkaar tegemoet. Na de 
ontmoeting heeft A 4 uur noodig, om in Q, en B 9 uur, om in P te 
komen. A heeft vóór de ontmoeting 30 K.M. meer afgelegd dan B. 
Hoe lang is PQ? 

De oplossing wordt gevonden door het construeeren van recht- 
hoek QNRP. De py van eenig punt van QR stelt den weg voor, 
door B algelegd in het aantal uren, dat aangegeven wordt door de 
x van dat punt; de loodlijn uit eenig punt van PG op PR den weg, 
dien A aflegt in het aantal uren, aangegeven door de x van dat punt. 
S behoort bij het ontmoetingspunt, dus SL = SK + 30 (uitgedrukt 
ke Ne GK GS — OON 
in K.M.). Gelijkvormigheid van AA geeft: KO SP SR 
zoodat KQ middelevenredig is tusschen GK —=4 en KN=9, d, i. 
KQ.=6; dan ‘is: ook “PL = 6." Uit- A GSK PSE 
KS eek Cd A KN 
re ti Uit LS=KS + 30 en S= 3 volgt: POST 
(in K.M). 

Gelijke figuur kan dienen voor het vraagstuk: Zn een groote kist 
is goedkoope, in een kleine kist dure thee; de waarde van de thee 
in beide is gelijk. Vult men de groote kist met dure thee en de 
kleine met goedkoope, dan is de inhoud van de groote f 90 waard 
en die van de kleine f 40. De groote is 30 dM* grooter dan de 
kleine, hoe groot is elke kist? 

Ook voor: A verdient in zeker aantal dagen evenveel geld als B 
in een aantal dagen, dat 2 grooter is. Werkte A zoo lang als B nu 
en B zoo lang als A nu, dan verdiende A f 144 en B f 100. Hoe- 
veel verdient elk per dag? 





S 79. Wat in de vorige 8 werd gegeven, waren voorbeelden 
van grafische oplossing van vraagstukken. Niet altijd is dit wat 
men verlangt. | 

Grafische voorstellingen dienen in de eerste plaats, om het 
verloop eener functie te laten zien. Wil men b.v. een denkbeeld 


Fig. 12. 
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krijgen van den loop der bevolking eener stad, dan handelt men 
als volgt. Op de X-as zet men van links naar rechts gelijke, maar 
overigens willekeurige stukken af; bij de grenspunten dier stukken 
plaatst men de jaartallen, waarover de bevolkingsstatistiek loopt. 
Door elk grenspunt trekt men een lijn // de Y-as, waarvan de lengte 
evenredig is met het aantal inwoners in het jaar, bij dat grenspunt 
aangegeven. De eindpunten der loodlijnen verbindt men door rechte 
lijnen. Men beschouwt hier een jaartal en een aantal inwoners 
als bij elkaar behoorende grootheden. Oorzakelijk verband bestaat 
tusschen deze twee niet. Zegt men nu: „het aantal inwoners is 
grafisch voorgesteld als functie van den tijd”, dan neemt 
men functie in eenigszins ruimer zin dan in 8 71. 

(Grafieken als er hier een werd omschreven, gebruikt men op 
elk gebied; men laat daarmee zien den aangroei van het aantal 
abonné’s van een blad of de toeneming van het aantal verkochte 
microscopen in opeenvolgende jaren, de schommelingen van luchtdruk 
of temperatuur in de opeenvolgende uren van den dag, enz.) 


S 80. In 8 76 is gesproken over de voorstelling van de functie 
y==ax door een rechte lijn, welke door O is getrokken. Trekt 
men // de lijn y=ax een lijn, die een stuk =b van de Y-as af- 
Snijdt, dan blijkt planimetrisch, dat de y van een willekeurig punt 
P dier lijn 6 grooter is dan de y van het punt Q der lijn y = ax, 
dat dezelfde x heeft als P. (PQ // Y-as, dus PQOR een parallelo- 
gram, dus PQ =b). Nu is de y van ieder punt der lijn door 
O =ax, dus de y van een punt van de evenwijdige lijn = ax + b, 
m.a.w. de vergelijking van de evenwijdige lijn is: y =ax Jb. Alle 
lijnen // de lijn door O hebben denzelfden coëfficient a voor de x; 
deze a geeft de richting van al die lijnen aan en heet daarom 
richtingscoëfficient; a is de tangens van den hoek a, dien de 
lijnen maken met de X-as. Men moet hierbij de pos. X-as nemen 
(d.i. van O naar rechts) en de lijn van af het snijpunt met de X-as 
in de richting der pos. y's; de richtingscoëfficient van lijn III is de 
tg van Z TSX, dus van een stompen hoek, dus negatief. 

Bij ingekleede vraagstukken heeft de richtingscoëfficient soms 
de beteekenis van een prijs per lengte-eenheid (8 76), soms die van 
een snelheid (tijd op de X-as afzetten, afgelegden weg // de Y-as), enz. 

De grafische voorstelling van y==c is de rechte lijn // de X-as 
op een afstand c; die van x==c de rechte lijn // de Y-as op een 
afstand c; lijn y==0 is de X-as, lijn x=—=0 de Y-as. 


S 81. De meest algemeene gedaante van een vergelijking van 
den 1°" graad met de onbekenden x en y is Px + Qy + R=0; 


uit deze vergelijking volgt: ME en Q zoodat men elke 
vergelijking van den 1e" graad met de onbekenden x en y kan 


schrijven in den vorm y= ax + b(— 5e genoemd en — 9”. Dan 


L. Roorpa, Theorie der Algebra. 5 


Fig. 13. 


Fig. 14. 


Fig. 15. 
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is in de voorgaande paragraaf bewezen, dat elke vergelijking van 
den 1°? graad met 2 onbekenden door een rechte lijn wordt voor- 
gesteld; vergelijkingen van den 1e" graad noemt men daarom 
ook lineaire vergelijkingen. 
Men kan even goed zeggen, dat de rechte lijn het verloop voor- 
stelt van y, als y de functie ax b is van Xx. 
R 


Schrijft men Px + Qy + R=0, dan is y de functie — Lis — 
van X. Q Q 


8 82. - Getallenvoorbeelden. 1. y= 2x +1. Verbind eenig 
punt P, waarvan de y (= de ordinaat) 2-maal zoo groot is als de 
x (=de abscis), met O, dan is. OP de lijn y= 24m AS 
Y-as de eenheid OQ af en trek QR // OP, dan is QR de grafische 
voorstelling van de vergelijking y= 2x} 1 of ook van de functie 
2x} 1. 

2. 2xt3y=4. Wij kennen de rechte lijn, als wij 2 harer 
punten kennen. Kies daarvoor de snijpunten met de assen. Voor het 
snijpunt -met de X-as is y—=0, dus 2x 4 Ol 
met ‘de Y-as is x—0, dus 3y —=4, dus y=it. 


S 83. Elk punt van PQ (fig. 14) heeft een XEnscenRn 
voldoen aan de vergelijking 2x + 3y =4. PQ heeft oneindig veel 
punten; dit zegt grafisch: een vergelijking van den len graad 
met 2 onbekenden heeft oneindig veel stellen wortels. 

Laat RT zijn de lijn x + 4y=3. Ook hier oneindig veel punten, 
dus oneindig veel stellen wortels. 

Indien PQ en RT elkaar in S snijden, voldoen de x en py van S 
aan beide vergelijkingen. 

Twee verschillende rechte lijnen kunnen niet meer dan 1 punt 
gemeen hebben; dit zegt grafisch: Bij 2 vergelijkingen van 
den len graad met 2 onbekenden bestaat niet meer dan 1 stel 
waarden voor +” en y, dat aan beide vergelijkingen tegelijk 
voldoet; of ook: een stelsel van 2 vergelijkingen met 2 onbe- 
kenden heeft slechts 1 stel wortels. 

9 
Hier is dit stel wortels HE En gelijk men uit de figuur kan 


aflezen, als men op m.M.-papier werkt. 


Toepassing op een ingekleed vraagstuk. Een auto (snelheid 
20 K.M. per uur) rijdt van P naar Q; een uur later een fietser 
(snelheid 15 K.M. per uur) van Q naar P; PQ is 160 K.M. lang. 
Wanneer en waar ontmoeten zij elkander? 

Oplossing. Eenheid van lenete 1 K.M., eenheid van tijd 1 uur. 

Stel de ontmoeting x tijdseenheden na het vertrek van de auto. 
De door deze afgelegde weg y is een functie van den tijd x en 
wel de functie 20x. 

y= 20 rn ee 


Fig. 16. 


Fig. 17. 
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De fietser heeft vóór de ontmoeting gereden x— 1 uur, de door 
hem afgelegde weg is 15(x — 1), maar ook 160 — y, dus 
160 —y=15(x—1) | 
y= 160 —15x +15 
nel Op eneen eeen, (II) 
Teeken de lijnen y= 20 x en y =— 15X +175; noem haar snijpunt S. 
(Er is geen enkele reden, om de eenheden op de Y-as even groot 
te nemen als die op de X-as.) 
Men kan aflezen: ij mk 
Antwoord. De ontmoeting vindt plaats 5 uur na het vertrek van 
de auto op 100 K.M. afstand van P. 
(Men merke op, dat de richtingscoëfficienten hier de snelheden 


voorstellen; hiermee is in overeenstemming, dat zij tegengesteld 
teeken hebben.) 


S 84. Teekenen wij de lijnen 
2x + 3y =4; Snijpunt met de X-as: x= Zinetid ens 
en 2x + 3y —=6; snijpunt met de X-as: x= 3, met de Y-as A 
Omdat a == See is AB // CD. 
Wij kunnen tot deze evenwijdigheid ook besluiten uit het gelijk 
zijn der richtingscoëfficienten ; 
2X + 3y=4 is te schrijven als y= — $x +4. 
2x + 3y =6 als y= — âx +2, 


S 85. In de beide vorige 88 werden 2 gevallen behandeld, die zich 
kunnen voordoen bij een stelsel van 2 vergelijkingen van den 1°" graad 
met 2 onbekenden; van het laatste is weer een bijzonder geval, dat 
de lijnen samenvallen, nl. als de richtingscoëfficient van beide dezelfde 
is en ook het op de Y-as afgesneden stuk bij beide even groot is. 

Ditzelfde, algemeen met lettercoëfficienten behandeld, geeft het vol- 
gende. De vergelijkingen RT 4 zullen in het algemeen 
l gemeenschappelijk stel wortels hebben. Immers elke vergelijking 
afzonderlijk wordt grafisch voorgesteld door een rechte lijn en twee 
rechte lijnen in één plat vlak hebben in het algemeen een snij- 
punt en nooit meer dan één. De coördinaten van dit Snijpunt 
voldoen aan de beide vergelijkingen. Geen snijpunt zal er zijn, 
als de lijnen evenwijdig loopen, m.a.w. als de richting s- 
coëfficienten gelijk zijn. Schrijf de vergelijkingen in den vorm 





BEAU vC 
y TEN is = b 
y= PX, dan blijkt, dat, indien @—®% de rijnen 
Ds Ds Co b, Ds 


evenwijdig loopen, mits gE b 
1 2 
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a a C C 5 
Indien —-=— en bovendien ==, dan vallen de lijnen 
bi Da 6 Da 
a a a b 3 
samen. Voor — =—£ Pe == —: men vindt zoo: 
9 





l snijpunt, dus 1 gemeenschappelijk stel wortels, als —L ze EE 4 


de Aen 4e dus geen gemeenschappelijk stel VOE als 


ig De hen ZL; de verge nsen heeten dan strijdig; 


Qs 
de en Er als &— En nn in dit geval voldoet 
Us 2 
elk van de oneindig vele stellen wortels, die aan de ééne vergelij- 
king voldoen, ook aan de andere; de vergelijkingen heeten dan 
afhankelijk. Men ziet, dat deze uitkomsten volkomen in overeen- 


stemming zijn met wat gevonden is in 8 63. 


S 86. Keeren wij terug tot het geval, dat de lijnen elkander 
snijden; nemen wij weer de lijnen 2xJ-3y—=4 en xJ4y=—=3 
(fig. 15). Denk de lijn 2x + 3y +5 (x+-4y) =19. De coördinaten 
van het snijpunt S maken 2x 3y—=4 en x+4y —=3; dan maken 
zij ook 2x4-3yt-5(*H4y)=19, d.w.z. S ligt op de lijn, die 
bij laatstgenoemde vergelijking behoort. 

Algemeen: Als de lijnen a,x+-b,y=—=c, en aoxJ boy =Cz een 
snijpunt S hebben, gaat elke lijn, wier vergelijking de gedaante heeft: 
p(a,x by) + q (ax + boy) = pC, J Co 
door S. Men vindt S dus even goed, wanneer men het snijpunt 
bepaalt van één dezer lijnen met één van de eerstgenoemde. Dit 
is grafisch, wat algebraïsch bewezen is in 8 61 (equivalentie). 
Men kiest in de practijk de p en de q zóó, dat de coëfficient òf 
van de x òf van de y O wordt; dit beteekent grafisch, dat 
men van de oneindig vele lijnen door S kiest die, welke // de 
X-as loopt of die // de Y-as. De grafische beteekenis van elimi- 
neeren van x is het trekken van de lijn // de X-as door S; die 
van elimineeren van y het trekken van de lijn // de Y-as door S. 

Het aflezen van de coördinaten van S is in den grond ook niet 
anders dan het trekken van de lijnen door S // de assen en het 
aflezen van de abscis, resp. de ordinaat van het punt, waar de 
X-as, resp. de Y-as, door die // lijn wordt gesneden. 

Dat de substitutie- en de egalisatiemethode niet wezen- 
lijk verschillen van de combinatiemethode (8 62), is ook in de 
grafische voorstelling wel te zien. Gebruikt men de substitutie- 
methode, dan laat men de vergelijking der ééne lijn in den vorm 
ax + by ==c staan en brengt die der andere tot de gedaante y= mx-n; 
Xs moet dan ax J- bmx + bn=c maken of (a AF Za Xs = C — bn, 
zoodat S ligt op de lijn // de Y-as op een afstand £ zE nd van deze. 
Volgt men de egalisatiemethode, dan brengt men de vergelijkingen 


Fig. 18. 


Fig. 19. 
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van beide lijnen tot de gedaante y —= dx +e, resp. y= mx—d-n en 
drukt uit, dat de y van het snijpunt S zoowel aan dx; +e als aan 
mXs+-n gelijk moet zijn, zoodat dx; +e= mxs + n of (d—m) xs =n—e, 


dus S ligt op de lijn // de Y-as op een afstand == van deze 


d=— en bnn volgens de vorige notatie). 

S 87. Wie goed weet, wat de 2 coördinaten van een punt P 
in het platte vlak beteekenen, heeft weinig moeite, om te be- 
grijpen, dat men ook van 3 coördinaten van P ín de ruimte kan 
spreken: men brengt door het punt O, dat men om een of andere 
reden als oorsprong gekozen heeft, 3 vlakken aan, 2 aan 2 lood- 
recht op elkaar; de 3 snijlijnen dezer vlakken noemt men X-, Y- en 
Z-as. Door P denkt men 3 vlakken, resp. // het YZ-, (het YZ-vlak 
is het vlak door Y- en Z-as), het XZ- en het XY-vlak: de stukken, 
door deze vlakken resp. van X-, Y- en Z-as afgesneden, heeten 
BERGER Xn de y en de 2 van P, Nu kan men bewijzen, dat 
Px + Qy + Rz=S een plat vlak voorstelt en als grafisch pendant 
van de oplossing van x,y en z uit 3 vergelijkingen van deze ge- 
daante het snijpunt van 3 platte vlakken bepalen. Inderdaad kan men, 
zoo voortgaande, naast elke bewerking, die op 3 vergelijkingen van 
den 1®? graad met 3 onbekenden is toe te passen, een meetkundige 
bewerking noemen, die er aan beantwoordt. Maar ten eerste eischt 
het beheerschen der grafische voorstelling hier veel meer meetkun- 
dige kennis dan wanneer slechts 2 onbekenden voorkomen en ten 
andere — en dit vooral ís een bezwaar — de aanschouwelijkheid 
is veel minder groot, omdat men, teekenend op een vlak blad 
papier, de ruimtefiguur volgens een of andere afspraak door 
een vlakke figuur moet weergeven, zoodat het omgekeerd vaak 
eenige moeite kost, in de laatste alle eigenschappen der eerste te 


zien. Gelijk ax + by =c te schrijven is als y= en 
dan y voorstelt als functie van x, kan men Px + Qy + Rz=S8 


BOULIVensals”2 — — Een rt Z is dan voorgesteld als 


R 
functie van x en y. Wil men functies van 3 of meer grootheden 
bestudeeren, dan moet men de grafische voorstelling in den gewonen 
zin geheel prijs geven. 


S 88. Als y omgekeerd evenredig is met x, dus D of 


xy == C, wordt de grafische voorstelling een kromme lijn als in fig. 19. 
Evenmin als de rechte lijn kan men haar teekenen van begin tot 
eind; zij loopt naar beide einden tot in het oneindige door. Is c 
pos. en laat de beteekenis van de x en de y ook neg. waarden toe, 
dan behoort nog een tweede stuk tot haar, dat men uit het eerste 
krijgt door dit met — 1 te vermenigvuldigen ten opzichte van O. 


Fig. 20. 


SS 88, 89. | 70 


Is c neg. dan krijgt men 2 dergelijke stukken kromme lijn in het 
2e en 4° kwadrant. 

Men kan Xx zoo klein nemen als men wil: y wordt dan steeds 
grooter, ten slotte grooter dan elk op te geven getal; dit drukt men 
uit door te zeggen, dat y „oneindig groot’ wordt. Omgekeerd kan 
men zich denken, dat de x oneindig groot wordt; dan nadert y 
onbepaald tot 0, d.w.z. de lijn komt dichter dan elke op te geven 
afstand bij de X-as. 

Het eerste is de grafische illustratie van: de waarde van een breuk 
wordt oneindig groot, als de teller-@#0 en de noemer = 0 (vergelijk 
het in 8 63 betreffende 5 tusschen haakjes geplaatste); het laatste 
van: de waarde eener breuk wordt O, als de teller eindig en de noemer 
oneindig groot is. De grafische voorstelling Vn q 5 wordt een 
gelijke kromme lijn (eventueel ook uit 2 stukken bestaande), alleen 
2 eenheden naar rechts verschoven. Hier nadert y tot oneindig 
groot, als x onbepaald tot 2 nadert. 


S 89. Het feit, dat 5 een onbepaalde waarde heeft (zie S 22), laat 


zich ook grafisch illustreeren. De richting eener lijn door O wordt bepaald 
de y van een harer punten, onverschillig welk. 
de x van hetzelfde punt : 
(tga) is de richtingscoëfficient (zie 8 80) (fig. 12). Maar als 
men voor dít punt nu den oorsprong zelf neemt, is de x=0 en 
de y=0. De richting der lijn is nu niet bepaald; 

de y van eenig ander punt der lijn, onverschillig welk 

de x van hetzelfde punt 
kan dan elke waarde hebben. 

Laat men de x en de y beginnen met niet =S Osterzinsennsn 

men beide volgens een voorgeschreven wet tot nul naderen, dan 





door het quotient 


is (veelal) lim 5 te bepalen; grafisch beteekent dit, dat men zich 
Nn 
0 
een punt P denkt op een kromme lijn door O; men trekt een rechte 
lijn van O door P. Nu stelt men zich voor, dat P zich, zonder de 
kromme lijn te verlaten, naar O beweegt en ten slotte met O samen- 
valt. Denkt men zich telkens een rechte lijn van O getrokken door 
P in zijn opeenvolgende liggingen, dan ziet men, dat de limietstand 
van deze lijn, de raaklijn in O aan de kromme lijn, een bepaalden 


stand heeft: de richtingscoëfficient dezer raaklijn is lim Je (bij niet 
pt 


X 


y= 
al te ingewikkelde kromme lijnen bestaat die limiet steeds, behalve 
in enkele bijzondere punten). In sommige deelen der Wiskunde is 
deze limiet van het allergrootste belang. 


S 90. 


HOOFDSTUK VII. 
Vierkantsvergelijkingen. 


S 90. Definitie. Een vergelijking, waarin het kwadraat van de 
onbekende optreedt en geen hoogere macht, heet een vierkants- 
vergelijking. 

De algemeene gedaante is Ax +Bx 4 C=0; A kan niet =0, 
B en C beide of een van beide wel. Is B == 0, dan heet de vierkants- 
vergelijking zuiver; is C =0, dan heet zij onvolledig. 

Algemeene Oplossing. 

Ax° + Bx C=0 

A 


(Ax)? + B(Ax) + AC =0 
art) +AC=0 








B\* B° — 4AC 
(Ar +5) TA 

B VB? — 4AC 
2 EE 

— B + WB? — 4AC 
Ax Or 
4 _—B + VB? — 4AC (ce) 
= oe EE 


Men kan altijd door A deelen en zoo zorgen, dat de coëfficient 


van x° 1 wordt. Gewoonte is, Ee dan p en IRG te noemen. De 
vergelijking neemt dan den vorm x° + px + q=0 aan: dit noemt 
men de gewone gedaante der vierkantsvergelijkingen. Formule (a) 


=ptVp—4g 
L 








wordt dan -— 


Een der wortels, onverschillig welke, heet x,, de andere Xs. 

De vorm onder het wortelteeken B — 4AC, vaak D genoemd, 
(of p° — 4g) heet de discriminant van de vierkantsvergelijking. Hij 
beslist over den aard der wortels. 

Is de discriminant pos., dan zijn de wortels reëel; VB? —4AC wordt 
dan pos. geacht. 





nul, »” veen ” gelijk en wel elk =— 2A 


Ce 4 NESTEN de; „ _ imaginair. 
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Is de discriminant een volkomen kwadraat, dan zijn de wortels 
rationaal (d.i. het wortelteeken vervalt). 

Als A en C tegengesteld teeken hebben (of q neg. is), is de 
discriminant zeker pos., dus de wortels zijn dan zeker reëel. 

Formule (a) toont, dat, a/s de wortels imaginair zijn, zij toege- 
voegd complex zijn; bij een zuivere vierkantsvergelijking is dan het 
reëele deel O (A, B en C, resp. p en q, steeds reëel ondersteld). 


X X 


— 


== Ab 
en b reëele wortels heeft. (v. Ev. no. 278.) 

Oplossing. Breng onder 1 noemer; pas den regel toe: een breuk —0, als 
LO rentie OMEN vindt ter bepaling van x de vergelijking 

dd —2(a+b)x + 3ab =0; 

de discriminant van deze vergelijking is Aa? — Aab + 46°. Te bewijzen is nu, 
dat deze uitdrukking voor alle reëele waarden van a en b positief is of dat 
a? like steeds >0 of (a —!/s B)? +3/4b2>0 en dit is zeker waar, want 
(a—!/3b)? is positief of O en *4,b? zeker paal Gr ab +620 kan ook 


afgeleid worden uit het feit, dat a° — ab + bees 








Vraagstuk. Zoon aan, daf 5 =—=g3 voor reëele waarden van a 





ab sj) 

Vraagstuk. Aan welke voorwaarde moet p voldoen, opdat x? —(2x—-1)p= 
—=2(2x—7) reëele wortels hebbe? 

Oplossing. Schrijf voor de vergelijking: x° — (2p + 4)x + p + 14 =0. 

De discriminant is (2p + 4)° —4p-—56 of 4p° + 12p — 40; dit moet positief 
zijn of p?+3p—10 moet >0 of (p +5) (p—2) >0 en dit is waar, als 
Ps Öl ee. 


S 91. Drie eigenschappen der wortels eener vierkantsverge- 
lijking. 


| ntm (ef). 


IL wire = 5 (=q). 


UI. Het 1° lid is identiek (d.i. voor elke waarde van x) == 
Ax — Xx) (« — X); voor A=l dus = (X— X,) (X — X). 

Omdat deze gelijkheid voor elke waarde van x geldt, geldt ze 
ook voor x==0; dan gaat eig. Ill over in eig. IL. 

Bewijzen van I en Il eenvoudig door optelling, resp. vermenig- 
vuldiging. 














BTB NG —_B4WVB2-4AC 
HE 2A en 2A 
BAC ee 
ee 2A RT 2A 
op vermenigv. 
B B*—4AC) _4AC __C 
niu len) nae 


Xi — X% 








(or gelijke wijze blijkt dl 


JN 
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Bewijs van II. Ax? + Bx + Cal rt) 


BRE 2d CE 


aad B WB? —4AC B WB?—4AC\ _ 
Alst ij + 2À aria) 


\ 








== A(Xx— Xx) (X — X9). 


Opmerkingen. Men kan l en Il ook bewijzen, door te zeggen: 
als x, en Xx, de wortels zijn van Ax? + Bx + C == 0, zijn 
Axi + Bx, + C=O en Axò + Bxs + C=0 ware getallenvergelijkingen. 
Elimineer hiertusschen C,‚ dan komt 1; elimineer B, dan komt Il. 
Hier doet zich echter het bezwaar voor, dat deeling door x, — X 
niet geoorloofd is, als x, == Xs. Men zegt dan: zoolang de wortels 
iets (zeer weinig) verschillen, geldt de eigenschap; ga ik er nu 
iets aan veranderen, zóó, dat x, == X, wordt, dan houdt zij niet op, 
waar te zijn, omdat de verandering in de p en de qg ten slotte 
oneindig klein wordt. 

2. Men kan IL ook bewijzen, door A(x— x;) (X — X») uit te 
cijferen en dan te steunen op |l en Il: men leest haar dan van 
achteren naar voren. 


S 92. Toepassing dezer drie eigenschappen. 

l. Zijn p en q kleine getallen of eenvoudige algebraïsche vor- 
men, dan maken de eigg. [l en Il het mogelijk, de wortels terstond 
te zien. Als omgekeerd de wortels gegeven zijn en de vierkauts- 
vergelijking wordt gevraagd, neemt men in Xx° + pxtq=0p==de 
som en q=het prod. der wortels. 

2. Zijn som en prod. van 2 getallen gegeven, dan kan men 
terstond de vierkantsvergelijking opschrijven, waarvan die getallen 
de wortels zijn. B.v.: som —= 15; prod. =54. Vgl: x°—15x454=0. 

[Andere methode: xy —=15; xy —=54; trek 4xy af van (Xx +)? 
enz. (Vergeet niet, dat x — y= + 3!)] 


3. Aan de vergelijking is te zien, of, indien de wortels reëel 
zijn, zij gelijk of ongelijk teeken hebben en in het laatste geval, 
welke de grootste volstrekte waarde heeft. Is nl. de discri- 
minant pos. en hebben C en A gelijk teeken (resp.: is q pos.), dan 
DEDDens nen Xa. oelhijk teeken; hebben C en A fegengesteld 
PRG (resp. is qneg:), dan hebben x, en Xx tegengesteld 


teeken. Daarna kan men aan het teeken van 5 (resp. p) zien, 


welk teeken beide wortels hebben of welke der beide wortels 
de grootste volstrekte waarde heeft. 

Voorbeelden. 2x° — x + 1 =0; discriminant neg.; wortels 
imaginair; verder niets van te zeggen. 
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2x —Xx—1=0; discrim. pos. (reeds te zien aan —1); x, en 
Xo ongelijk teeken; x, + Xx is pos., dus de pos. wortel heeft de 
grootste volstrekte waarde. 

X°—3X H+ 1 =0; discrim. is pos.; wortels dus reëel; hun prod. 
is pos., dus zij hebben gelijk teeken; hun som is + 3, dus beide 
zijn POS. 

4. De 3° eigenschap geeft het eenvoudigste middel, om een vorm 
van den 2ef graad in factoren te ontbinden (zie 8 16). 


Voorbeeld. Ontbind in 2 factoren van den 1°" graad 

6Xx° — Xy — 12y* — 352° + XZ J- 4lyz. 

Ontbinding. Beschouw 1 der letters, b.v. x, als onbekende en 
rangschik daarnaar: 6x° + (2 — y)x — (12y* — 41lyz + 352°). Stel 
dezen vorm =0 en los x op, dan is de gegeven vorm =6(x— 1° wortel) 
(x — 2e wortel). Men vindt: 6 [x — elk: OE a LN De 
6 brengt men in rekening door den Ief factor met 2de 
3 te vermenigvuldigen; de vorm blijkt =(2x—3y +52)(3x+-4y —7z). 


Vraagstuk. Bepaal a zoodanig, dat de vorm 
Kirin 
ontbonden kan worden in 2 factoren van den 1°" graad. Welke zijn 
deze factoren? (v. Ev. no. 579.) 


Oplossing. Volgens 8 13 moeten de factoren rationaal zijn, 
d.i. zonder wortelteeken, dus x, en X, mogen geen wortelteeken 
bevatten, dus de discriminant moet een volkomen kwadraat zijn 
(S 90), d.i: (a — 2)" + 4y* — 4(a + 2)y H+ 24 
of 4y-— 4(a-2)y +a*—4a 28 moet een volkomen kwadraat zijn. 

Hiermee is de vraag teruggebracht tot de andere vraag : Wanneer 
is een vorm van den 2°" graad een volkomen kwadraat? 


5. Blijkens de 3° eigenschap is dit het geval, als #1 = #2; 
(immers dan is X—x, ook —= X— X) en dit is zoo, als de dís- 
Criminante=s0r(S00) 

Voorbeeld. Voor welke waarde van g is 5x —1l2xt-g een 
volkomen kwadraat? 

Antwoord. De discriminant 144 — 20g moet =0, dus g=7}. 





Den 2 
De vorm is dan (x W5 He). (Staat, gelijk hier, vóór «een 


coëfficient, die geen volkomen kwadraat is, of ook: is de bekende 
term geen volkomen kwadraat, dan komt in het grondtal wel een 
wortelteeken — resp. 2 —, maar de x komt niet onder het wortel- 
teeken en daarom is het te doen.) Het antwoord op het laatst 
voorafgaande vraagstuk luidt dus: de discriminant van den 
discriminant (de D van-D) moet —:0; dus 16(ae ren 
— 16(a° —4a +28) of a? + 4a d-4=a°—4at28 of 8a—= 24 
of a=3. Men vindt voor de factoren: x—y42 en xJy—3. 
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Vraagstuk. Voor welke waarde van a zijn de wortels der vergelijking 
at 1)x® — (5a—16)x + 3a—8=0 
aan elkander gelijk en welke zijn die wortels? 
Oplossing. Stel,den discriminant (5a — 16)* — 4 (a + 1) (3a —8) =0 en los 
uit deze vergelijking a op. 8 
a—16 
PERES IE dus elke wortel 


Beb 16 _ (Sa — 16) 16)2 3a—8 

Sla i)’ dus het product der wortels CEE DE het is ook = Ene 

dus a moet voldoen aan dre NES dezelfde vergelijking als men 
MCE EE, Sens 

verkrijgt door het =0 stellen van den discriminant. 


6. Vraagstukken, waarin iets aangaande de wortels gegeven is, 
worden dikwijls opgelost door neer te schrijven: 


nap) 


Men kan ook zeggen: de som der wortels == 





Ge 
EN (4). 


Vraagstuk. Voor welke waarde van p is van de vergelijking 
vt ierk nd, 
de ééne wortel het tweevoud van den anderen? 


Oplossing. Zij x9 =2x,, dan is X, + % =3Xj =p +2 en brein A 
pie ei pe, dus p+2=+3p, dus p=+l1 





dus X/ = 
of == Ï/s, 

7. Berekening van symmetrische functies van x, en Xx, (d. w. z. 
vormen met Xx, en X, welke niet veranderen, als men x, en X 


verwisselt; x, + Xx, en XX zijn de eenvoudigste symmetrische 
NRELLES Van Xj er Xx). 


Xi == (XFX)? — 2 Xp =P" — 29, 

xj + x= (tj + ANO — Hat 3) == PP — 34), 
Xi == (HH) — 2 = (P° — 20) — 27, 

1 | XFX — 

dan zE ls le 


en‚ Xi =p dus 








X5 XX q 
ee! xid% Pp —2q 
= TE ENZ. 
Xi OXX ne 


Andere manier. x} 4 px, +q=0 en x? px, +q=0 zijn 
ware getallenvergelijkingen. Vermenigvuldig de 1° met x,; en de 
2e met xj, dan komt er respectievelijk x? + pxì + qx; =O en 
Xx5 + pXx3 + qXx5—=0; na optelling: 

ard X3) Hp + x3) qa HX) =O of 

XFX = — PO + X3) — IX HX). Eveneens 

Xt == POH X0) — (Xi + X), 

Hdd p(& +) —ACÌ +8), enz 
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Zoo kan men x$ + x$ vinden uit de som der 5° en die der 4° 
machten, deze uit die van weer lagere machten, enz, tot men komt 
op: X + X (en dit =—p) en op X0 + x5 (en dit =1 +1 =2). 

Ook de som van 2 gelijknamige machten van Xx, en Xs met 
negatieve exponenten kan men op deze wijze vinden: men kan 
de 1° vergelijking b.v. vermenigvuldigen met x,-° en de 2° met 
Xs“ en de uitkomsten optellen: er komt dan 


ned I l | 1 
na optelling: 2 en kh alsa + „0 
ef | | 
dus ee En RE 
ha bn ad er) 
8. Met behulp van de eigenschappen: X, + % =S == €n ad 


kan men uit de gegeven vergelijking een vergelijking afleiden, 
waarvan de wortels tot die der gegevene in een bepaalde 
betrekking staan. 

Voorbeeld. Leid uit x° —5xH6=0 een vergelijking af, 
waarvan de wortels 3 grooter zijn. Elke wortel 3 grooter 
maakt de som, die = +5, 6 grooter, dus de som wordt + 11; 
het nieuwe product der wortels wordt (Xx, + 3) (xs + 3) of 
XiXo H- 3 (X, + X0) +9 of 6 (oude product) +15 +9 of 30. De 
gevraagde vergelijking is dus x°— 11x + 30 = 0. 

Moet elke wortel a maal zoo groot worden, dan wordt de som 
a maal Zoo groot, dus ook de coëfficient van x wordt a maal 
zoo groot; het product a° maal zoo groot, dus de bekende 
term a? maal zoo groot. 

De vergelijking met de omgekeerde wortels heeft als som der wortels 


an jee En of È en als product 
NO X1X5 q XX 


xXx + 7 + ES —=0 of qx? + px J1=0 (bijzonder geval van den 


algemeenen regel uit $ 122). 
Veelal is het toepassen van de algemeene regels voor de ver- 
andering der wortels eenvoudiger ($ 113). 








of Ie dus zij is 
q 


S 93. Wanneer; (=p) =0, zijn de wortels elkaars tegen- 
gestelde. 


Bewijs. De som der wortels =—p en dit is hier — 0. 


En RBE—_4 AC 
Anders. Van de formule voor de wortels: x= B 4AC 
V—4AC 





blijft alleen over x= 
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Wanneer (=q) =0, is een der wortels — 0. 


Bewijs. Het product der wortels —=0, dus minstens 1 der 
wortels moet == 0. 

Anders. De vergelijking is Ax? + Bx==0 of ‘x(Ax 4 B) = 0, 
UR 0rof Ax B—=0. 

Anders. Van de formule voor de wortels blijft over: 
—_B+WVB? ONE en Arsen B 

DA de NO A 

S 94. Twee vierkantsvergelijkingen met 1 gemeenschap- 
pelijken wortel (zijn beide wortels gemeenschappelijk, dan ver- 
schillen de vergelijkingen hoogstens in een getallencoëfficient). 

Stelling. Als 2 vierkantsvergelijkingen 1 wortel gemeen hebben, 
is dit ook een wortel van de vergelijking, die ontstaat, als men de 
2 vergelijkingen optelt of aftrekt. (Stelling en Bewijs gelden ook 
voor vergelijkingen van den 3e?, 4ên, 5en, enz. graad). 





Bewijs. Zij x, de gemeenschappelijke wortel van Ax°+Bx4-C==0 
en Dx +ExJ-F==0, 
dan zijn Ax + Bx, + C =0 

en Dxi + Ex, + F =0 ware getallenvergelijkingen. Dan is ook 
(A+D)xi+(BHE)x, + CHF=0 een ware getallenvergelijking en 
eveneens (A —D)x? + (B—E)x, +C-—F=0. Dit zegt, dat x, 
een wortel is van de vergelijkingen (A +D)x°+(B+E)x4CH4F=0 

en (A — D)x° + (B —E)x+C-—F=0 (zie 8 57). 


Opmerking. In vraagstukken, waarin sprake is van 2 vierkants- 
vergelijkingen met 1 gemeenschappelijken wortel, zal men, indien 
dit niet reeds het geval is, zorgen, dat de coëfficient van x° in beide 
gelijk wordt; dan krijgt men door aftrekking een vergelijking van 
den 1°? graad. 

Vraagstuk. De vergelijkingen x°+axdb=0 en x° +bx+a—=0 hebben 
1 wortel gemeen, terwijl de andere wortel der le vergelijking — I!/, maal op den 
anderen van de 2e vergelijking begrepen is. Bepaal a en b. (v. Ev. no. 564.) 

Oplossing. Noem den gemeenschappelijken wortel xj, dan zijn 

x2 tax +b=0 en vn + bxj + a==0 ware getallenvergelijkingen, 
dus (na aftrekking) (a —b)x, +b —a==0 ook, dus x= 1; omdat x, xs in de 
le vergelijking — b is, is de 2e wortel dier vergelijking b; evenzoo die der 
2e vergelijking a. 

Substitueer x—=1l in één der vergelijkingen; er komt: atb =—l. 

Gegeven is, dat b—1!/3z maal op a begrepen is of dat b=— ®/,a, dus 
atb=!fja en dit =—1, dus a=—4 en b=3. 


Vraagstuk. De vergelijkingen X°+pxJ-gq=0 en x°+-2x—4=0 
hebben een gemeenschappelijken wortel. Welke betrekking bestaat er 
tusschen p en q? 


8 94. 78 


Oplossing. Noem den gemeenschappelijken wortel x,, dan is 
xe px, +q=0 en ook xi + 2x, —4=0, dus (na aftrekking) 


(p—2)X, Hg H4=0, dus x, = ES, Dit, gesubstitueerd in de 
2e vergelijking, geeft 
(5 gt ZE 4=0 of 


(qa + 4) + (2q +8) (2—p) — (2 — Pp) =0 
of — 4p* — 2pq + q° + 8p + 12q + 16=0, de gevraagde betrekking. 

Algemeen: Welke betrekking bestaat er tusschen p‚, q, r en s, 

indien Xx° + px +q=0 
en X° + rxt-s=—=0 1 wortel gemeen hebben?, 

Antwoord. Noem den gemeenschappelijken wortel x,, dan geven 
de ware getallenvergelijkingen Xx? + px, + q=0 en xj + rx, +s=0 
lima 
pr 

Substitueer dit in 1 der gegeven vergelijkingen en de gevraagde 
betrekking wordt gevonden als. | 

(SN PDT Sn Dm 


Opmerking. Men krijgt dezelfde betrekking, onverschillig in 


welke der beide gegeven vergelijkingen men An substi- 





na aftrekking (p—r)Xx, +-q—s==0, dus xj =— 


tueert. Dit komt daarvandaan, dat deze x, het verschil tusschen 
beide eerste leden =0 maakt. 


Andere manier. Uit x5 + px, +q=0 


en Xi + 7x, + s=0 moet men xj en x, elimineeren. 
Voor het elimineeren van 2 grootheden heeft men 3 vergelijkingen 
noodig. Daarom maakt men 2 nieuwe vergelijkingen er bij door 
elke vergelijking met x, te vermenigvuldigen: dan krijgt men 4 ver- 
gelijkingen, waaruit men 3 grootheden xj, Xx} en x, moetelimineeren: 


xj H pxi + gx, =0 
tpi g=0 
Xi HG + SX, =O 
Mtr FS =O 


De eliminatie geschiedt door (y) van (a) af te trekken en van de 
rest (p — r) maal (£). Verder (Ö) van (6). Zoo krijgt men 2 ver- 
gelijkingen met x, slechts tot de 1° macht. Los uit elk er van x, 
op en stel de uitkomsten aan elkaar gelijk. 


Opmerking. Ook een manier (maar een minder fraaie) zou 
Zijn, de beide wortels der 1° vergelijking neer te schrijven: 
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x= —tphiVp?—4g en x= dp p—4q 
en eveneens die van de 26. 

rd Vr 4s en x= tr 4s 
en nu X—=Xgen — Xx, te stellen en eveneens x, == X3 en = Xx, Men: 
krijgt zoo 4 vergelijkingen, die enkel in 1 of 2 teekens verschillen. 
Men zou ze door herhaalde kwadraatsverheffing van wortelteekens 
moeten bevrijden. Opmerkelijk is, dat zij ten slotte alle 4 
dezelfde betrekking geven: door de kwadraatsverheffing verdwijnt 
het teekenverschil. 


S 95. Als men in de vergelijking Ax° + Bx C=0 A, Ben C 
met eenzelfde getal vermenigvuldigt, veranderen de wortels niet. 


De verhoudingen 5 en A blijven nl. dezelfde en deze zijn het, 


die de 2 wortels bepalen. Dit is in overeenstemming met den alge- 
meenen regel, dat het aantal gegevens gelijk moet zijn aan dat 
der onbekenden (vergelijk S 60). Omgekeerd eischt het gemeen 


hebben van beide wortels, dat en 5 dezelfde waarde hebben 
volgt dadelijk uit: Xx, tn EN oe ‚ Zoodat daar- 


voor noodzakelijk is, dat de A, B en C van de ééne vergelijking 
evenredig zijn met die der andere. 

De waarde van den vorm Ax* + Bx C wordt voor elke 
waarde van x door 3 gegevens bepaald, nl. door A, B en C. Om- 
gekeerd zal men de waarde van dezen vorm voor 3 verschillende 
waarden van Xx moeten kennen, om A, B en C te bepalen. 


Vraagstuk. Bepaal p,‚q en r zóódanig, dat aan de vergelijking y=pdqx+rx? 
de volgende stellen wortels voldoen: 
De | a | 2a | ga 
y | 0 | a | 4a (Staatsexamen 1922.) 


Oplossing. Substitutie geeft ter bepaling van p, q en r de volgende 
3 vergelijkingen van den len graad: 


O=pt ag + fr 

a=p+ 2aq + 4a?r 

Aa =p + 3aq + Pr, 
1 
waaruit volgt: p=a, q=—2 en rb 
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HOOFDSTUK VIIL 
Grafische Voorstelling van y = Ax? + Bx + C. 


S 96. Fig. 21 geeft de grafische voorstelling van y —=x; 


fig. 22 van y—=— Xx; fig. 23 van y= Xx —3; 
fig. 24 van y= — xXx +3; fig. 25 van y—= Xx — 2x; 
fig. 26 van y—=— Xx? + 2x; fig. 27 van y=" — 4x 6; 
fig. 28 van y—=— x? + 2x —3; fig. 29 van y= —3Xx en 


fig. 30 van y=dt 2x —3XxH5. 
Om een dergelijke figuur te teekenen, maakt men een tabel als 
de volgende, die voert tot fig. 28: y —— x° + 2x —3 


x|-rj-el- 5 al 3-2 OH +243 + ale 56+ 7 %) 
| EN AEN 
| 


y 66-51 38-27 —18 11 [—6 [—3 [2-3 |—6 |—11 ig | 27) 38 
































Men ziet uit deze figuren, dat de krommen, die het verloop der 
functie y= Ax‘ +Bx+4C voorstellen, als A positief is, min of 
meer den vorm hebben van een tusschen 2 ophangpunten neer- 
hangend koord (in de mechanica wordt bewezen: niet precies!), 
terwijl ze, als A negatief is, er uit zien als de baan van een omhoog 
en iets vooruit geworpen kogel; in het eerste geval ís een laagste, 
in het andere een hoogste punt aan te wijzen. 

De figg. 21—28 kunnen door verschuiving, resp. omkeering, tot 
bedekking gebracht worden. De lezer stelle het bedrag der ver- 
schuiving vast. Eveneens de figg. 29 en 30. 

Elke kromme, die tot vergelijking heeít y —Ax® + Bx C, is 
een parabool; het laagste of hoogste punt heet top van de parabool. 

Van de hier geteekende parabolen snijden 23, 24, 25, 26 en 29 
de X-as; 27, 28 en 30 hebben geen punt met de X-as gemeens 
21 en 22 raken aan de X-as. 

Trek een lijn y—h, dus een lijn // de X-as. De punten, welke 
de parabool met deze lijn gemeen heeft, voldoen aan de vergelijking 
Ax + Bx C==h of Ax 4-Bx 4 C—h==0 of 

B C hl Íi zi B* Colijn 
Ajx nrssar ik il) of A j{X oa Ae 7} A zi 


*) Men gebruike: P. Wijdenes, Teekenbladen voor Grafische Voorstellingen. Uitgave 
P. Noordhoff, Groningen. 
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dus, aangezien A 0, aan 





2 _B2—4AC—H4Ah 
eta) ge 0 f 
2 __B2—4AC 4 4Ah 
et za) = 4 A? 


zoodat de x van het eene Te wordt gevonden uit 
B°—4 AC +4 Ah 
ze EE Net (1) 


en die van het andere snijpunt uit 





_B__ WB?—4AC—H4 Ah 

NEEN ne eee (LI) 

Men kan terstond hieruit afleiden, dat x, + xp = — ze 
dus het punt midden tusschen beide snijpunten heeft een 
SIN Men ziet, dat de x van dit punt onafhankelijk is van 
h; dit midden ligt dus, hoe men Ah ook neme, steeds op de lijn 

B eek 5 

EIN Deze lijn is dan as van symmetrie voor de parabool. 


Door aan A allerlei waarden te geven, krijgt men allerlei waarden 
voor den vorm, die in (l) en (ll) onder het wortelteeken staat. 
2 


Neemt men A = TEE dan wordt die vorm == 0; dan zijn Xx, 


en X, gelijk, d.i. de beide snijpunten van de rechte lijn // de X-as 
met de parabool vallen samen en wel op de lijn En TN der 


op de as van symmetrie (die ook as van de parabool heet); de 
figuur toont, dat dit samenvallen geschiedt in den top der parabool. 
Dd e= ee: 

ezeshee sen en AA 
21—30 na, dat dit uitkomt); de as van symmetrie blijkt de lijn 
door den top // de Y-as. 

Neemt men A zóó, dat B°—4AC + 4Ah neg. wordt, dan vindt 
men voor Xx, en X, imaginaire waarden; dit wil zeggen: de lijn y= 
heeft met de Baabool geen punt gemeen. B? —4AC + 4Ah <0 
BOA Ears en 4AC 

In het geval h=0 hebben wij te doen met de X-as. Heeft de 
parabool reëele snijpunten P en R met de X-as, dan beteekent dit, 
dat er reëele waarden van Xx zijn, die Ax + Bx + Gi Oemmaken: 
Krachtens de definitie van wortel (8 57) zijn deze waarden de 
wortels der vierkantsvergelijking Ax* + Bx C=0; het zijn de 
aantallen eenheden van OP en OR. Nummert men de eenheden 

L. Roorpa, Theorie der Algebra. 6 


(men ga in de figg. 


— voor A pos. en / > voor À neg. 


Fig. 32. 
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langs de X-as, dan komen bij P en R de getallen te staan, die de 
wortels zijn. Daarom is men gewoon, te zeggen: de ééne wortel 
bsoPederanderenksaks 


Wij vonden: geen snijpunten, als A < —- LA pos.); voor h=0 


beteekent dit: geen reëele wortels, als 0 < =D (A pos.) of als 


D neg. is. Voor A neg. gold: geen snijpunten, als A > Sn dit 


wordt hier: geen reëele wortels, als O > nd (A neg.); dit voert 


even goed tot: D neg. 
Resultaat dus kortweg: geen reëele wortels, als D neg. is. Voor 
=—=0 en D==0 vindt men voor x, en x, dezelfde waardemde 
parabool raakt aan de X-as in haar top: de 2 wortels zijn gelijk. 
Dit geval blijkt de overgang te zijn tusschen het reëel en het 
imaginair zijn der snijpunten, d.i. der wortels, zie figg. 21, 22, 39, 40. 
Men komt zoo voor h=0 uit (l) en (II) en uit wat pas werd 
afgeleid opnieuw tot (a) van 8 90 en de daar omtrent de beteekenis 


‚van den discriminant D=B° — 4AC getrokken conclusies. 


S 97. Eigenschap I van 8 91 is nu te voorschijn gekomen in meer 
algemeenen vorm; in 8 91 wordt alleen het geval / =O behandeld. 
Intusschen is aan den anderen kant de grafische voorstelling meer 
beperkt: dat de som der x's van beide snijpunten der parabool 


met de X-as en de daaraan // lijnen steeds = EAN kan men in 


de grafische voorstelling alleen zien, als er werkelijk snijpunten 
zijn, d.i. als de boven herhaaldelijk genoemde wortelvorm reëel is; 
de zuiver algebraïsche afleiding vraagt daar niet naar; eigenschap | 
van 8 91 geldt zoowel voor imaginaire als voor reëele wortels. 


Eigenschap II van 8 91 zegt: OP Xx ORN Zet men voor 


A 
OP de waarde 1 Br BEAC en voor OR de waarde 


2ÀA 2A 
VB? — 4AC 

2ÀA iid 2À 
(Intusschen doet men hier niets anders dan wat in 8 91 ook al 
gedaan is; men ontleent dus geen nieuw bewijs aan de grafische 
voorstelling). 

Wat pas werd opgemerkt omtrent beperking tot reëele snijpunten, 
geldt ook hier; als de snijpunten (wortels) imaginair zijn, kan men 
OP en OR niet aanwijzen. 

Eigenschap Ill van 8 91 zegt, dat voor elk punt K der parabool 
geldt (laat de lijn door K // de Y-as getrokken, de X-as snijden 











‚ dan levert vermenigvuldiging inderdaad Dn 


83 SS 97, 98. 
in S): SK = A(SP.SR); (P, Q en R hebben dezelfde beteekenis 














als in fig. 31). 
WB? — 4AC VB? — 4AC 
SP = SQ — DA Em OR Bn Er DA ‚ dus 
BE B° — AAC 
Bk — SL) AA? 


Noem OS s, dan is SK = As’ + Bs + C. 





Verder is SQ =s — OQ =s + Ee zoodat 
fs B B? — 4AC 
SP SR = (s + ZE Ti 





B & 
de ek Like 
== IS S 
Zoo blijkt inderdaad SK = A(SP. SR). 


Opmerking. Neemt men K in een punt van de parabool tusschen 
P en R,‚ dan krijgen de beide afstanden SP en SR tegengesteld 
teeken. Neemt men voor K het punt, waar de parabool de -Y-as 
snijdt, dan komt men terug op eigenschap Il van 8 91. 


S 98. Wat in 8 93 staat aangaande 5 =—= 0, wordt grafisch 


gezien aan de figg. 23 en 24; wat daar betreffende het geval = 


wordt opgemerkt, aan de figg. 25, 26 en 29. In de figg. 21 en 22 
zijn beide wortels =0 en aangezien +0 =— 0, heeft men hier 
de gevallen gecombineerd, welke in 8 93 worden genoemd. 

Fig. 33. Grafisch pendant van $ 94. Als de vierkantsvergelijkingen 
xHpxhg=0 en xXx +rx-s=0 1 wortel gemeen hebben, 
hebben de parabolen y= x° + pxd-geny=xdrxs 1 ge- 
meenschappelijk snijpunt S met de X-as, zooals in fig. 33. Behalve 
in S behoort bij eenzelfde x overal in de eerste parabool een andere 
y dan in de tweede. In de figuur is voor een 4-tal waarden van Xx 
het verschil van deze beide y's geteekend: dat verschil is AB, CD, 
EF, GH; het is steeds (p — r) maal de x + (q — s). Voor de x van 
S wordt (p —r)xH-qg—s=0. Denk de stukken AB, CD, EF, GH 
met behoud van lengte zóó in hun eigen lijn verplaatst, dat A, C, 
E,‚, G op de X-as vallen, dan zullen de andere uiteinden B, D, F,‚, H 
op de rechte lijn y =(p—r) Xx q-—s vallen. Voor S is het 1° lid 
dezer vergelijking O en het 2° ook, dus de coördinaten van S vol- 
doen aan deze vergelijking, d. i. de lijn gaat door S. 

Wat in 8 94 gedaan wordt met de vergelijkingen x° + px q=0 
en x° + rx s=0, is niets anders dan uitdrukken, dat S, het punt, 


Fig. 34. 


Fig. 35. 
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waarvoor (p —r)xJ-gq—-s=0eny=0, op elk der parabolen 
ligt. Het is daartoe voldoende, uit te drukken, dat het op één der 
parabolen ligt. Immers, als S b.v. op y= +px+g ligt, is 
| Vs = XF PX, + 9; 
vast staat: O=(p—r)X gs 
af 
Yet rx, Hs, 
met andere woorden: S ligt ook op de parabool y= x® + rx + s. 


S 99. Grafisch pendant van $ 95. Als men de parabolen 
y= U DX Aan 
y= 1x 8. 
y= lx 


in teekening brengt, zal bij elke x ín (Il) een y behooren, die 
2-maal zoo groot is als de y, die er in (1) bij behoort; in (III) 
behoort bij die x een 3-maal zoo groote y. 

Maar voor y=0 is 2y ook =0 en 3y ook; de snijpunten met de 
X-as zijn voor alle 3 parabolen dezelfde (algemeen: voor alle, wier 
2e leden door vermenigvuldiging van x° —5x—J-4 met een getal 
ontstaan); dit beteekent, dat de vierkantsvergelijkingen, die ontstaan 
door. het 2° lid =0 te stellen, dezelfde 2 wortels hebben. 

Maar moet de coëfficient van x° 1 blijven, dan is slechts 1 para- 
bool mogelijk: de kromme y= x® — 5x +4 is volkomen bepaald, 
want elke x geeft 1 ondubbelzinnig bepaalde y. 

Omgekeerd is één bepaalde parabool slechts van 1 functie 
y= Ax + Bx + C de grafische voorstelling. Immers denk, dat de hier 
geteekende parabool de grafiek was van de functie y = Ax° + Bx + C 
en tegelijk die van de functie y = Dx° + Ex PF. Voor elke 
waarde van x moet men uit Ax? + Bx 4 C en uit Dx* + Ex + F 
dan dezelfde waarde van y vinden, b.v. voor x== OK moet men 
als y vinden KL. De twee genoemde drietermen hebben dus voor 
elke waarde van x gelijke waarde, m. a. w. zij zijn identiek 
gelijk. De identiteitsstelling (& 21) zegt dan, dat A=D, B=E 
re Sint 

Op dezelfde manier kan men aantoonen, dat bij één bepaalde 
kromme in geen geval 2 verschillende vergelijkingen kunnen behoo- 
ren van de gedaante y= Ax” + Bxr! + Cxr-* d... + Px GQ. 
(De vraag, of elke kromme lijn door een vergelijking van deze 
gedaante kan worden voorgesteld, wordt hier niet aangeroerd; de 
beantwoording daarvan ligt ver buiten het gebied der Lagere Algebra.) 


Fig. 36. 
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HOOFDSTUK IX. 


Het positief of negatief zijn van vormen. 
Grootste en kleinste waarden. 


S 100. Teeken van vormen van den 1°" graad in 4. x—3 
is pos. voor elke waarde van x, die > 3, neg. voor elke waarde 
MARR GRUIe <3: 

Grafisch: y=x—3 is een rechte lijn, die de X-as snijdt in 
punt (3,0); alle punten, die behooren bij een x > 3, liggen boven 
de X-as; alle punten, die behooren bij een x < 3, beneden de X-as. 

Het teeken van — XJ 3 is voor elke waarde van x het tegen- 
gestelde van dat van x— 3; van de lijn y= —x+J 3 geldt: zij 
snijdt de X-as ook in punt (3,0); alle punten, die behooren bij een 
Xx >3, liggen beneden de X-as; alle, die behooren bij een x < 3, 
boven de X-as. 

Op overeenkomstige wijze kan men met alle functies van den 
len graad handelen. Vormen van hooger graad tracht men in factoren 
te ontbinden; men kan hier alleen reëele factoren gebruiken. 


S 101. Teeken van vormen van den 2°" graad in z. 

LE x2—9 > 0, als x° > 9, d.i. als XxX > +3 of <—3; 2 — a> 0, 
als x > Ja of < —a (a een rekenkundig getal). 

U. Ax? + Br +C. Evenals in 8 91 schrijven wij hiervoor: 





2 AR 
an eek 
Van den vorm binnen accolades is de 1° term voor Be 
gelijk O en voor elke andere waarde van X pos. 
Welk teekén de term — E en heeft, hangt alleen af van 


B° —4 AC, want 4 A? is als volkomen kwadraat steeds pos. (in dit 
geheele hoofdstuk worden aan de letters uitsluitend reëele waarden 
gegeven). 

le Geval. B? —4AC (de discriminant D) is pos. (volgens 8 90 
zijn dan de wortels reëel). De vorm binnen accolades wordt neg. 


2 Dee 
als x+ ze , ee, d. í. als x + Ee ligt tusschen 


RRD AO PAC: 
2 A 2 A 








Fig. 37. 
Fig. 38. 


Fig. 39. 
Fig. 40. 
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of als x ligt tusschen 


EEEN ent B ‚WB — 4AC 
2A 2 A LN 2 An 











d.i, als x ligt tusschen de wortels der vergelijking Ax* + Bx C==0 
(zie 8 90). Voor elke waarde van x, die kleiner is dan de 
kleinste of grooter dan de grootste wortel wordt de vorm 
tusschen accolades pos. &) 

Opmerking. Men kan dit ook afleiden uit: Ax° + Bx + C= 
=A(Xx —xi) (Xx — X) (891); voor x tusschen x, en Xs krijgen de 
factoren Xx—X, en X—Xs tegengesteld teeken, dus (X—X,) (X — X3) 
wordt neg.; voor elke waarde, die < de kleinste of > de grootste 
wortel, hebben x—x, en X— Xs gelijk teeken, dan is hun pro- 
duct pos. 


De vorm binnen accolades moet nu nog met A vermeniguldigd 
worden, om Ax + Bx + C op te leveren, evenals (Xx — X;) (X — X3). 
Is A pos, dan is Ax + Bx C neg. voor elke x tusschen de 
wortels en pos. voor elke x, die < de kleinste of > de grootste 
wortel; is A neg. dan is het teeken andersom. Voor x= één der 
wortels is de vorm = 0. 

De grafische voorstelling spreekt hier zeer duidelijk: bij alle 
waarden van x tusschen P en R (de x’s van P en R zijn de wortels 
der vergelijking Ax + Bx C==0; reëele snijpunten, zie 8 96) 
behoort in fig. 37, waar A pos. is, een neg. y, d.i. een neg. waarde 
van Ax? + Bx + C; voor alle waarden van x < de x van P of > 
de Xx van R een pos. y. In fig. 38, waar A neg. is, is het andersom. 

2e Geval. D=B?—4AC=0 (volgens 8 90 zijn dan de wortels 


es ne D len ebi 
gelijk en wel elk=— 54} Dan is 4AC=B*, dus CSE en 


AEFBx Cm ASH Er malt Artis 


2 
= Aj — a en deze vorm is bij pos. A voor elke waarde van X pos, 


bij neg. A voor elke waarde van x neg.; hij is alleen =O voor 
B 


X == —T 


2A 
Volgens 8 96 raakt de parabool y= Ax’ + Bx + C in dit geval 
B rn 
de X-as. In fig. 39 is A pos.; y =0 voor x= — DA (punt PR; het 


stuk der X-as van O tot PR stelt elk der beide gelijke wortels 


1) Als A pos. is, stelt de eerste der beide vormen van regel 2 den kleinsten wortel 


voor, omdat met VB2—4AC een positieve waarde bedoeld wordt; als A neg. is, 
den grootsten. 


2) Het punt, waarin P en R zijn samengevallen, is aangeduid door PR. 





Fig. 41. 
Fig. 42. 


87 88 101, 102. 


voor), maar voor elke andere waarde van x pos. In fig. 40 is A 


neg.;, y=0 voor x= — De (eveneens punt PR; het stuk der X-as 


van O tot PR stelt elk der beide gelijke wortels voor), maar voor 
elke andere waarde van x neg. 

3e Geval. D=B?—4AC is neg. (volgens S 90 zijn dan de 
wortels imaginair). De uitdrukking binnen accolades is dan voor 
elke waarde van x pos., dus Ax° + Bx + C ook, als A pos. is; is 
A neg. dan is Ax* + Bx + C voor elke waarde van x neg. 

Volgens 8 96 komen er, als B? < 4AC, geen reëele snijpunten 
met de X-as. De parabool ligt geheel aan den pos. kant der X-as, 
als A pos. is, en geheel aan den neg. kant, als A neg. is. In 
fig. 41 is A pos.; bij elke x behoort een pos. y; in fig. 42 is A 
memsbijselke x-behoort een neg. y. 


S 102. Het is van belang, het hier gevondene ook te kennen in 
den vorm: 

1. Als de discriminant pos. is, wisselt Ax? + Br + C twee- 
maal van teeken, als men + alle waarden laat doorloopen van 
— oo tot + oo; de teekenwisseling geschiedt bij de wortels van 
Ax? +Br+C=0; waarden van # tusschen de wortels geven 
aan Ax? + Br + C het teeken, tegengesteld aan dat van A. 

2. Als de discriminant =0, heeft Ax? + Br +4 C voor elke 


waarde van + hetzelfde teeken als A; alleen voor — Er is het 0. 


3. Als de discriminant neg. is, heeft Ax? + Br +C voor 
elke waarde van + hetzelfde teeken als A. 

Zonder de functie nauwkeurig grafisch voor te stellen, krijgt men 
vlug een overzicht over haar teeken, als men op een rechte lijn 
een nulpunt aanneemt, rechts daarvan alle getallen geplaatst denkt 
van O tot oo en links die van O tot — oo, en dan de gebieden er 
op aanwijst, waar het teeken der functie pos., resp. neg, is. 


Voorbeelden. 1. y=x?—x—6. De wortels van Xx° —x—6=0 
zijn — 2 en +3. 


Pos. pos. 





Tere 


x° —x-—6 is pos. voor elke waarde van x, die <—2. 
x*—x-—6 is neg. voor elke waarde van x tusschen —2 en +3. 
x° — x— 6 is pos. voor elke waarde van x, die > +3. 
U. y=x—6x-9. De wortels van x° — 6x49 =0 zijn 
beide = +3. 
pos. 


5 - 






— 00 


x* — 6x +9 is O voor x=3; voor elke andere waarde van x pos. 
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UL py=x+x+t1. De wortels van Xx? 4x +1 zijn imaginair, 
dus op de lijn niet aan te wijzen. 


nf OS On 
-0 „6 35 4 53-21 Î +1 +2 +3 +4 +5 +6 +0 


x° + x+1 is voor elke waarde van Xx pos. 


S 103. Teeken van de waarde van Breuken. Trek 3 // lijnen. 
Wijs op de bovenste de gebieden aan, waar de teller pos., resp. 
neg. is; op de tweede de gebieden, waar de noemer pos., resp. 
neg, is; op de derde de gebieden, waarvoor teller en noemer 
gelijk van teeken zijn, resp. die, waarvoor zij tegengesteld 
teeken hebben. Voor elke x in de in den laatsten zin eerstgenoemde 
gebieden is de waarde der breuk pos.; voor elke andere x neg. 
Alleen bij de waarden van Xx, die de grenzen dezer gebieden vormen, 
kan de waarde der breuk van teeken wisselen; zij wordt = 0 voor 
een waarde van x, die alleen den teller = 0 maakt, en == voor 
een waarde, die alleen den noemer == maakt. Mocht eenzelfde 
waarde van Xx den teller en den noemer == 0 maken, dan is de 
breuk te vereenvoudigen, tot dit niet meer het geval is ($ 22). 


xXx —5Xx—12 

8 
x- + 3x —10 ee 
Oplossing. Xx? —5x — 12—=0 heeft tot wortels 21/, — W181/, en 21/5 + W18/45; 


voor de grafische voorstelling te rekenen op — 1, 7 en +6,7; A is pos. 
x° + 3x — 10 heeft tot wortels —5 en +2; A is pos. 





Vraagstuk. Voor welke waarden van x is 





ä xXx — 5X—12 
Teeken van de waarde der functie Vm wanneer Xx alle 


waarden doorloopt van —o tot + oo. 





De gegeven breuk blijkt pos. voor waarden van x<<—5; tusschen 2!/, — V18!/4 





(ongeveer —1,7) en +2; en >21/; +WV18!/, (ongeveer 6,7). Voor x=2lla WV 18/4 
en voor x—=2l/s—W18!/, wordt zij —=0; voor x=—5 en voor x=+2 
wordt hare waarde = 0. 
Vraagstuk. Bepaal de reëele waarden van x, waarvoor de breuk 
8x2 —14x —15 4 
Evere SL 
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Oplossing. 8x° — 14x — 15 —=0 heeft tot wortels — 9/4, en + 21/5. 
X-—71 is pos. voor X +7 en neg. voor x< +7. 

Tx? — 9x +3 heeft als discriminant 9? —4.7.3 of —3, zoodat het voor alle 
waarden van Xx hetzelfde teeken heeft en wel, omdat de A (hier 7) pos. is, 
het pos. teeken. Bij de bepaling van het teeken der breuk kan men 7x? — 9x + 3 
daarom buiten beschouwing laten. 


OO 
we Mars Sers Kler Se EES 





Teeken van de waarde der functie y= wanneer 


(x — 7) (Tx? — 9 — 3)’ 
x alle waarden doorloopt van —oo tot + oo. 





De gegeven breuk blijkt pos. voor waarden van x tusschen — 3/4 en + 21/2 
en voor de waarden van Xx, die >7. Zij wordt =0 voor x= —®/4 en vool 
x= H21/s; —=oo voor X=7. (Grafische voorstelling van y==een breuk, zie 
S 105, Opmerking). 


S 104. Extreme waarden van Ar? + Br +C. Hier kan alleen 
van reëele waarden van Xx sprake zijn, want laat men imaginaire 
waarden toe, dan kan Ax° + Bx + C, welke waarde A, B en C ook 
hebben, steeds = + o en — oo worden. 

(Voor de maximumwaarde van een product, als de som der 
factoren constant is, zie de Opmerking bij S 7). 

De grafische voorstelling (men zie de figg. 37—42) toont terstond, 
dat de functie y= Ax® +Bx + C, als A pos. is, minimaal wordt 





voor X=— ze en, als A neg. is, maximaal voor die waarde 
van X. 
Zuiver algebraïsch blijkt dit, als men weer voor Ax? + Bx + C 
schrijft allt) — en De 1° term binnen accolades 
2ÀA, AAS Jp 


kan alle waarden krijgen van O tot +o en is dus op zijn kleinst 
A van een maximurmwaarde er van kan 
men niet spreken. De 2° term is onafhankelijk van de waarde van Xx. 
Als dus de 1° term zijn minimale waarde heeft, heeft de geheele 


OQ en wel voor Xx == 


gee 
vorm binnen accolades zijn minimale waarde; deze is dan — Be 
. | B\? B2—4AC) … 
Is A pos, dan bereikt de vorm Alle +5) mn Sh die 
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identiek gelijk is aan Ax°+ Br + C, zijn kleinste waarde voor 


B DNS 
zag en die waarde is AAT ARS A neg. dan 


bereikt hij voor z=- 5 zijn grootste waarde en die is even- 


_B?—4AC__D 
eens AA == ZA 


Tweede algebraïsche manier. Als men x oplost uit y—=Ax’+Bx+C 
of uit Ax? + Bx + C —y==0, vindt men: 
— B + WB’ — 4AC + 4Ay, 
2A d 


x moet reëel zijn, dus B? — 4AC + 4Ay = 0 of AAy = — (B?—4AC); 
de kleinste waarde, welke 4Ay hebben kan, is dus —(B°—4AC); 
heeft 4Ay deze waarde, dan wordt de vorm onder het wortelteeken 


— 0, dus x= — DA Als men beide leden eener ongelijkheid deelt 


door een pos. getal, blijft de zin der ongelijkheid dezelfde; deelt 
men door een neg. getal, dan komt in plaats van het teeken > 
het teeken < tusschen beide leden en omgekeerd. | 
B* — 4AC = D | 





Voor:A. pos, geldt-dus:" y= 








4A ______4À 
za Be AAG a 
voor A neg: St TN 
B° — 4AC /_ D 
Voor A pos. is dus — ZA =—A) de kleinste, voor 


A neg. de grootste waarde, welke Ax? + Bx + C hebben kan. 


Vraagstuk. Hoe groot is a in ax? —(a+15)x+10a, als de minimum- 
waarde, die deze som voor alle reëele waarden van x heeft, 3 bedraagt? 
(v.. Evnoodan 


Oplossing. Er is een minimumwaarde, dus a is pos. De gegeven vorm is 
aje xtio hal! ed a Os see ie ob, 


\ 2a 
ane: ee ; a+ in zen 
zoodat hij zijn minimumwaarde bereikt voor x= ————, terwijl deze mini- 
) 


2 2a 
mumwaarde — EL + 10a bedraagt; bijgevolg: — 2 ze on + 104 =3 of 


39a° — 42a — 225 
4a 


geen zin), dus 394? — 42a — 225 —=0, dus a—=3 of — 11/3; maar a moet 
pos. zijn, dus a= +3. 








=—0. De noemer kan niet =0 (voor a=0 had het vraagstuk 


S 105. Maximum- of minimumwaarde van breuken en van 
vormen met vierkantswortelteekens zijn in sommige gevallen te 
bepalen volgens de in het laatste deel der vorige S aangegeven 
methode: men stelt de breuk of den vorm met het vierkantswortel- 


Fig. 43. 


br. 
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teeken = py. Alleen de gevallen, waarin de zoo ontstaande verge- 
lijking tot een vierkantsvergelijking in x kan herleid worden, zijn 
verder te behandelen. Men stelt dan weer den eisch, dat x reëel wordt, 
dus de discriminant positief. Is deze van de gedaante Dx + Ex} F, 
dan past men er op toe, wat in 8 101 behandeld werd. 


Opmerking. De grafische voorstelling van de functie y = een 
breuk, waarvan teller of noemer of beide de gedaante Ax° + Bx + C 
hebben, is een veel ingewikkelder kromme dan een parabool. Nadat 
men langs algebraïschen weg het teeken en de eventueele maximum- 
en minimumwaarde heeft bepaald en de x's der punten, waarin 
y=0 of =eo wordt, kan men ze min of meer nauwkeurig teekenen. 


Vraagstuk. Welke zijn de maximum- en minimumwaarden, die de breuk 
Di f 
xxl 

van x worden die bereikt”? 
Hees 
Ek tl 


kan aannemen voor reëele waarden van x en voor welke waarden 


—y,.dan is X—1l—=Xy— Xyp + py, dus 


143? — 2y + 1 
VE — (yd) Xyp 1==0, waaruit volgt: „et 
Opdat x reëel zij, is noodig, dat — 3y? — 2y +1 pos. of O0 is, dus 
3y° +2y—1 neg. of 0. 
Stelt men 3y? + 2y —1—=0, dan vindt men: py, = — 1 en y= !/3. Volgens 
S 101 is 3p? + 2y —1 dan neg. voor waarden van y tusschen —1 en + 1/3. 


Oplossing. Stel 5 





Teeken van de waarde der functie 3y° + 2y — 1, wanneer y alle waarden 
doorloopt van —o tot + oo. 





De kleinst mogelijke waarde van y is — 1, de grootst mogelijke is 1/3. 


Zij worden bereikt, als — 3y® — 2y + 1 =0, dus als x= de waarde 


— 1 wordt door y bereikt, als x—0, en de waarde !/3, als x = 2. 
xl 
XX +1 





We vinden: bereikt bij x=0 een minimum, ter waarde — |. 


bij x= 2 een maximum, ter waarde !/3 


Grafische voorstelling: tabel, die voert tot fig. 43: 


de Oda 43 2 1 0 B ande an amal Bae Or 





TD eh nd mn Med SA ms 0 net Wm” zh en Anon mA 0 


en (med je 31. 2104137 3 {1jafs)rjrsjaija gs 
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Fig. 44. 
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Vraagstuk. Welke zijn de maximum- en minimumwaarden, die de vorm 


2 
x- — 10Xx 21 
28 voor reëele waarden van x kan aannemen en voor welke waarden 








2x —lö 
van x worden die bereikt? 
ris 
Oplossing. noen moet maximum of minimum worden. Uit 


2Xy —15y =X?— 10x +21 of X2— (2y + 10) x + 15y +21 =0 volgt 


ln Way? —20y +16. 

2 À 
zal x reëel zijn, dan moet 4y? — 20y + 16 2 0, dus py? —5y +420. Volgens 
S 101 is deze vorm neg. voor waarden van y tusschen +1 en —+ 4; y kan 
dus hebben: 

1%, alle waarden van —o tot en met +1; 
20, alle waarden van +4 tot +. 
Van de eerste waarden is +1 de grootste; van de andere +4 de kleinste. De 











waarde + 1 dE bereikt, als x = 5 5 de — 6; de waarde +4, als x eg. 
Uitkomst. e En al heeft een maximum = +1 voor x= +6 


en een minimum — + 4 voor x= +9. 


Opmerking. Het kan vreemd schijnen, dat het maximum kleiner is dan 
het minimum. Een blik op de grafische voorstelling neemt dit vreemde 
terstond weg (fig. 44). Met een maximum bedoelt men een waarde, die 
grooter is dan de onmiddellijk links en rechts er van liggende; met een 
minimum een waarde, die kleiner is dan de onmiddellijk links en rechts er 
van liggende; m. a. w. het maximum of minimum behoeft slechts een relatief, 
niet een absoluut maximum of minimum te zijn. 

ZE 1 

De breuk À nd en Wax 14 + nn (voer de deeling slechts uit). 

Nu kan men x, dus ook W/x, in volstrekte waarde zoo groot maken als men 


A 
2x — 15 
x- — 10x + 21 


men zoo voor = DT een waarde vinden, grooter danelk op te geven 


pos. getal; voor x neg. een waarde, kleiner dan elk opte geven neg. getal. 


2 
Ook door aan x waarden te geven, zeer dicht bij 7!/,, kan men Td 


zoo groot maken als men zelf wil (pos, als men van den kant van 8 tot 71/3 
nadert; neg. als men van den kant van 7 tot 7!/, nadert). Vaneen absoluut 








wil; de breuk wordt dan steeds kleiner; neemt men x pos., dan kan 














7 ker x2—10x +21 , 
maximum of minimum van y= is geen sprake. 
2x 15 

Vraagstuk. Bepaal de grootste waarde, die de som der positieve tweede- 
machtswortels uit Ee en lee kan verkrijgen voor reëele waarden van x 
en voor welke waarde van x die grootste waarde wordt verkregen. (v. Ev. 
no. 489). 

Oplossing. ‚=| 5 e rs moet maximaal zijn, dus 





y=2 + 2/5 Wx? + Ax + 21 moet maximaal zijn, dus 
—X* +4Xx +21 moet maximaal zijn en dit is volgens S 104 het geval voor 
XZ; VOOr XE 2 wordt. p= bele a ALE 


Fig. 45. 


93 SS 106, 107, 108. 


8 106. Dat wij een maximum- en een minimumwaarde vonden 
van vee lag daaraan, dat — 3y° — 2y +1, de vorm, die 
in de uitdrukking voor x onder het wortelteeken stond, voor sommige 
waarden van y pos., voor andere neg. is. Indien onder het wortel- 
teeken een vorm komt, die voor elke waarde van y hetzelfde 
teeken behoudt, is er geen maximum of minimum. Mocht de vorm 
onder het wortelteeken voor elke reëele waarde van y neg. zijn, 
dan zou x steeds imaginair moeten zijn, om een reëele y te geven 
en imaginaire waarden van x vallen, als het over extreme waarden 
gaat, buiten beschouwing. Men heeft dus alleen te maken met het 
geval, dat de vorm onder het wortelteeken voor elke waarde van y 


2 An 
pos. is. Dit geval doet zich bv. voor bij de breuk a 
xXx + 3x — 10 
S 4x — 18 
Ee jon Is 


xy + 3Xxy — 10y = x° — 4x — 18, 
dus (y —1)x° + (3y + 4) x — 10y + 18 =0, waaruit volgt: 
 Gys4)t VOP} 24p F 16 F(4y — 4) (10y — 18). 
pu dl) 
de vorm onder het wortelteeken blijkt 49y? — 88y +88 en deze 


vorm is voor elke waarde van y pos., omdat 88° — 4. 49. 88 neg. is. 
De grafische voorstelling is fig. 45. 





X 


S 107. De methode, in beide vorige 88 besproken, wordt ook 
gevolgd in een opgave als: 
2x? +1 


Vraagstuk. In de gelijkheid A zal voor elke reëele waarde van 
x ook y reëel zijn. Onderzoek, welke reëele waarden y hebben kan en welke 
niet. (v. Ev. no. 482.) 


hoewel hier niet over maximum- of minimumwaarde wordt ge- 
sproken. 
Oplossing. 3xy—= 2x? +1 of 2x? —3yx + 1 =0, waaruit volgt: 
+ 3y + VO? — 8 
x= marek 
4 
zoodat voor het reëel zijn van x noodig is: 9y?>8 of y nief tusschen 
eas ens 4 Yo l2:. 





S 108. In het laatste vraagstuk van 8 105 werd gezegd: als y 
maximaal moet zijn, moet y° maximaal zijn. Het omgekeerde mag 
men zonder meer niet zeggen. Uit: „het maximum van y° is 4” 
volgt: „het minimum van y is —2 en het maximum van y is + 2” 
(zie 8 101, ID). Dit veroorzaakt, dat men bij vraagstukken over 


S 108. 94 


grootste of kleinste waarde op het teeken moet letten, wanneer 
men uit wat na een kwadraatsverheffing gevonden is, een besluit 
wil trekken omtrent iets, dat men vóór de kwadraatsverheffing had. 


Vraagstuk. Onderzoek, of de vorm 3x — Wx? + 8x —16 voor reëele waarden 
van x een grootste of kleinste waarde verkrijgt en voor welke waarde van x 
dit het geval is (Wv. Ev. no. 506.) 


Oplossing. Uit y—=3x— Nx? +8x—16 volgt: Wx? +8x—16 =3X— py 








L 
x° JS — 16 OPE 


8x? — (6y + 8)x + py? + 16 =0, 


ee Zal x reëel zijn, dan moet 





6y +8 + 4 + 96y 





waaruit volgt: x= 


4y° t 96y—448 20, dus y? + zy 112 2 0, dus y mag niet liggen tusschen 
— 28 en +4. Zoo blijkt, dat y alle waarden kan hebben van — oo tot — 28 
en van +4 tot @. Van de eerstgenoemde is — 28 de grootste; van de laatst- 
genoemde +4 de kleinste. De laatst gevonden waarde van x leert, dat bij 
y==—28 behoort x= -—10 en bij y=+4 <=. Substitùútiesninsdensoon 
spronkelijken vorm geeft echter bij x=— 10 alleen dan y=— 28, als men 
den wortel negatief rekent, en bij x= +2 alleen dan y= +4, als men den 
wortel positief rekent. 





SS 109, 110, 111. 


LOOFDSTUK X, 


Vergelijkir:gc:, waarvan de oplossing wordt teruggebracht 
tot Cie eener vierkantsvergelijking. 


S 109. In vergelijkingen van de gedaante Ax + Bx? + C =0 
stelt men x*=y (n kan ook gebroken of neg. zijn). In verband 
met 8 92, 4 komt men op die wijze ook tot. de ontbinding in fac- 


toren van b.v. x° — 17x* + 16. Voor n=} zie 8 111. 


S 110. In vergelijkingen van de gedaante 
A (zekere algebraïsche vorm)* + B (zekere alg. vorm) + C =0 


stelt men den alg. vorm =p. Soms moet men aan den vorm met 
den coëfficient B iets in zijn bekenden term veranderen, om hem 
aan den vorm, waarvan het kwadraat den coëificient A heeft, gelijk 
te maken. 

Voorbeeld. (4x? — 12x — 15)? + (2x — 3)? = 26 

of (4x — 12x — 15)? + (4x? — 12x + 9) = 26. 

De +9 moet —15 worden, dus men moet beide leden met 24 verminderen. 

Dan komt er: 


(4x? — 12x — 15) J- (4x? — 12x —15) —2=0 
y + y—2==0, waaruit y=—2 of +1. 
ere | Ax? — 12x — 15 = +1 
geeft 2 waarden voor Xx. geeft 2 waarden voor Xx. 
In het geheel 4 wortels. De vergelijking was trouwens van den 4en graad 
2e Voorbeeld. xt— 10x° + 35x2 — 50x + 24 =0 
(x2 — 2x) J- 10x2 — 50x + 24 = 0 
y? + 10y + 240, waaruit y=—6 of —4, 
xe 5XxH6=0 | xe 5X4=0 
geeft 2 wortels. geeft 2 wortels. 


S 111. In vergelijkingen van de gedaante 
(zekere alg. vorm) + W/ (zelfde alg. vorm) == zeker getal 
stelt men / (zelfde alg. vorm) =y, dan wordt de vergelijking 


yv +y-— zeker getal =0. Ook hier moet soms iets veranderd 
worden aan den vorm, die niet onder het wortelteeken staat. 


Voorbeeld. x?— 2x —9— 2x? —2x—6—=0. De —9 moet —6 worden, 
dus men moet bij beide leden 3 optellen. 
2262 2 — 63 
Pr — Wy — 3 =—=0, als Wx? —2x—6—=y. 
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Voor y vindt men +3 of — 1. Houdt men zich, ook wanneer de onbekende 
voorkomt onder een vierkants- (vierde-, zesde- enz.) wortelteeken, aan de 
afspraak, dat een vorm met zulk een wortelteeken er vóór noodzakelijk 


positief is, dan kan Wx? —2x—6 alleen = +3 zijn en men heeft verder: 
Vx2—2x— 6 =3 
226 =9 KW 
XL 2x 15=0; Xx, =5 
Xo= =d. 
Door deze kwadraatsverheffing kan geen wortel zijn ingevoerd, want 


elke waarde, die x° — 2x — 6 —=9 maakt, maakt ook den positieven vierkants- 
wortel er uit = +3. 


Intusschen is genoemde afspraak, die doet zeggen: VX 6-1 
is een valsche vergelijking” door niets gerechtvaardigd dan tot op 
zekere hoogte door de gewoonte; heeft men met een werkelijk 
vraagstuk te doen uit natuurkunde, mechanica, enz., dan moet men 
toch in ieder geval nagaan, of negatieve waarde voor den wortel 
zin heeft. Liefst schrijft men aan het eind eener oplossing als hier 
behandeld is: „bij éénwaardigheid van den wortel voldoen alleen 


Xx, =5 en x= — 3; bij tweewaardigheid ook x54)= d + À Vg 





S 112. In vergelijkingen van de gedaante 
(zekere alg. vorm) (zelfde alg. vorm + bekend getal) = zeker getal 
stelt men den alg. vorm == y. 


Voorbeeld. 
(x2 + 4x — 1) (X° + 4x +6) =-— 12, dus y(y +7) =—12 of y? +7Ty +12 =0, 
—=y —=y +7 dus y=—3 of y=—=4. 
Xx + 4Xx—1=—3 enz. x2 J4Xx—1=—4 enz. 


In het geheel weer 4 wortels; de vergelijking was trouwens van den 4en graad. 
Een vergelijking als x(Xx + 1) (Xx + 2) (x + 3) =120 (vergelijk v. Ev. no. 204) 
kan men tot twee vierkantsvergelijkingen terugbrengen, door x(x+-3) en 
(x +1) (x +2) apart te vermenigvuldigen, dan komt er (x? 3x) (x2 + 3x +2) =120 
en hierin stelt men x° + 3x =y. 
Men kan ook een nieuwe onbekende y invoeren, ten opzichte waarvan de 
factoren symmetrisch liggen; men stelt x + 11/5 = y, dan staat er 
(ya) (y — Ha) (y + Wo) (y + 119) =120 of (yY2— 21/4) (PY? — 1/4) — 120 of 
y-—2l/s y? + 9/6 = 120, enz. 


Ook de oplossing van Wederkeerige vergelijkingen en 
van Binomiaalvergelijkingen wordt teruggebracht tot die van 
vierkantsvergelijkingen; zie Hoofdstuk XII. 


1) Deze schrijfwijze beteekent: van de beide wortels x3 en x4 is de ééne 
34329 en de andere 3— 4/20. | 


S 113. 


HOOFDSTUK XI. 


Het afleiden van nieuwe vergelijkingen uit gegevene. 


S 113. De vergelijking x° —6x° + 11x—6==0 heeft tot wor- 
tels 1, 2 en 3. Vervangt men x door x — 4, zoodat er komt 
(Xx — 4) —6 (Xx — 4)? +11 (X—4)—6=0, dan heeft deze nieuwe 
vergelijking wortels, die 4 grooter zijn, dus 5, 6 en 7, want het 
l° lid der le vergelijking werd O, als men voor x in de plaats 
zette 1, 2 of 3, dus dat der 2°, als men voor x— 4 in de plaats 
BOUR ZEOf 3, dat is voor X 5, 6 of 7. 

Evenzoo blijkt: 

Om de wortels eener vergelijking met a te vermeerderen, 
vervangt men x door Xx — a; 

om ze met a te verminderen, vervangt men x door x + a; 


Xx 
om ze met a te vermenigvuldigen, vervangt men x door ri 


om ze door a te deelen, vervangt men x door ax; 
om nieuwe wortels te krijgen, die de kwadraten der oude zijn, 


vervangt men x door Wx; 

om nieuwe wortels te krijgen, die de vierkantswortels der 
oude zijn, vervangt men x door x°; 

om de vergelijking te krijgen met de omgekeerde wortels, 


| 
vervangt men Xx door Ee) 


om de vergelijking te krijgen met de tegengestelde wortels, 
vervangt men Xx door — X. 


Algemeen. Vervang x£ door den vorm, die uit x ontstaat, 
wanneer men op x de tegengestelde bewerking toepast van 
die, welke men de wortels wil doen ondergaan. 


Opmerking. Bij omkeering der wortels krijgt men de coëf- 
ficienten van achteren naar voren ($ 92 en 8 122). Zoo weet men 
terstond, dat de vergelijking die tot wortels heeft 1, } en &, luidt: 
6x° — 11x° + 6x — 1 =0. Ziet men dus, dat een vergelijking gemak- 
kelijker zou zijn op te lossen, wanneer de coëfficienten in tegen- 
gestelde volgorde voorkwamen, dan lost men maar de vergelijking 
op, waarin de coëfficienten in die tegengestelde orde voorkomen en 
keert de daaruit gevonden wortels om. 

L. Roorpa, Theorie der Algebra. 7 
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S 114. Als men beide leden eener vergelijking tot de tweede 
macht verheft, zonder dat deze bewerking noodig is tot het ver- 
drijven van een of meer wortelteekens, waaronder de onbekende 
voorkomt, dan heeft de komende vergelijking 1 of meer wortels 
meer dan de oorspronkelijke. 

Voorbeeld. De vergelijking 2x—5=x2 heeft alleen den 
wortel 7; aan de vergelijking (2x — 5)’ = (x + 2)? wordt voldaan, 
wanneer 2x—5=xJ2 of X=7, maar ook, wanneer 2x —5= 
A Of 

Laten A en B algebraïsche vormen voorstellen en laat gegeven 
zijn de vergelijking A—=B, dan heeft A= B? behalve de wortels 
van de vergelijking A==B ook nog die van A= — B. 

Vraagstuk. Welke wortels worden ingevoerd, als men de beide leden der 


vergelijking X° —x—200 =— 3x + 3x + 240 verheft tot de 2e macht? (v. Ev. 
no. 216). 


Oplossing. Men voert de wortels in van de vergelijking x* — x — 200 = 
=d 3X2— 3240 of 22-2400 of X°—x—20=0, dat zijn +5 
ens : 

Is, omgekeerd, gegeven de vergelijking A°—=B?, dan valt deze 
uiteen in de 2 vergelijkingen A=B en A=— B. Men behoeft niet 
ook nog —A=-—B of A=—B op te schrijven, want dan schrijft 
men dezelfde vergelijkingen voor de tweede maal op. 

Eveneens valt A= B?® uiteen in A=B, A= —}B (+1 —il/3) 
en A= —4B(H1+Hil3); }(—1 + il/3) zijn de beide imaginaire 
vormen, waarvan de 3®-macht = + 1 (zie $ 126). 

Vraagstuk. Losop de vergelijking x® — 3x° + 3x + 26=0. (v. Ev. no. 195). 


Oplossing. Trek van beide leden 27 af, dan komt er (x — 1)? =— 27, waaruit 
volgt x—1=—3; Xl == (1 +iv3); xl =H 1—-iv3), dus 
x=; x= li 3; X == 2 — 1/3. 


Opmerking. De vergelijking A°=B° valt niet in 9, maar in 3 
vergelijkingen uiteen; het ís, om de 3 mogelijke vergelijkingen te 
krijgen, voldoende, A = elk der 3 derdewortels uit B° te stellen. Stelt 
men óók b.v. JA (— 1 —il/3)=}tB(— 1 +if/3), dan schrijft men 
inderdaad voor de 2° maal de vergelijking A= 4B(— 1 —il3) 
op, want deze laatste ontstaat uit de voorafgaande na deeling door 
d(—1—iv3); dit ligt aan het feit, dat de complexe derdewortels 
uit 1 elkaars kwadraat zijn (8 128). 

In overeenstemming hiermede valt A*==B* niet in 16, maar in 
4 vergelijkingen uiteen: A=B; A=—B; A=Bi; A= —Bú 


S 115. Irrationeele vergelijkingen zijn vergelijkingen, die minstens 
1 term bevatten, waarin de onbekende onder een wortelteeken 
voorkomt. Komt slechts 1 zulk een term voor, dan zorgt men, indien 
noodig, door het overbrengen van termen, dat die term alléén een 
van de beide leden der vergelijking vormt. Komen er 2 voor, dan 
is het meestal gewenscht, te zorgen, dat de ééne in het 1e, de 
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andere in het 2e lid staat; zijn er 3, dan zet men er 2 in-het 1e en 
l in het 2e lid, enz.; algemeen: men verdeelt de wortelvormen 
zooveel mogelijk gelijkelijk over beide leden. Nu is machtsverhef- 
fing noodig, om tot de oplossing te geraken; dikwijls herhaalde 
machtsverheffing. De vraag, of men daarbij wortels invoert, hangt 
samen met de reeds in 8 111 aangeroerde kwestie, of men een 
vorm met een wortelteeken er vóór als één- of als veelwaardig zal 
beschouwen. Doet men het laatste, dan is van invoeren van wortels 
geen sprake; dan geldt het voorschrift: Herleid de vergelijking tot 
een rationeele en los deze op; de wortels van deze zijn ook 
de wortels der gegeven irrationeele vergelijking. 


Vraagstuk. Los x op uit: 14Wx 24+ IVx +2. 
(Staatsex. 1922), 
Oplossing. Verhef de beide leden tot de 3 macht. Er komt 


143 Xx H2 HIK HOH (XHIN Xx HIA (KH Xx +2 
8 FI= 33 
64x + 128 = 9x? + 18x +9 
waaruit: x=7 of — !/g. 
Vraagstuk. Los x op uit: W3a— xt W5atx=2Wa. (v. Ev. no. 572). 
Oplossing. Verheffing tot de derdemacht geeft: 
Boeber ea Pat eee P/5a dx) WW Ba —)(5a + x)—=8a 
3(P/3a —x 4 PW 5a + x) W(3a — Xx) (5a + x) =0 





of 























dus W3a —xH W5atx=0 of 3a—-x=0 of 5adx—=0 
P/3a —x =— V5a dx 5 pn x= —5a 
3a — X —=— 5a—X 


een valsche vergelijking, tenzij zich het bijzonder geval voordoet, dat a == 0. 


Bij deze oplossing valt op te merken: 

1. hier is het beter, bij de eerste machtsverheffing beide wortel- 
vormen, die de onbekende bevatten, in hetzelfde lid te laten staan, 
omdat men na de machtsverheffing + x tegen — Xx ziet wegvallen; 

2. ook de geheele bekende term valt hier weg, zoodat men een 
product krijgt, dat =0; men heeft nu eenvoudig elken factor afzon- 
derlijk =0 te stellen. 

In het algemeen zal men, na de verheffing tot de 3®-macht, buiten 
den vorm, waarin nog wortelteekens optreden, vormen overhouden 
met Xx er in; men merkt dan op, dat de factor Pea Weba X 
juist weer het 1e lid is van de oorspronkelijke vergelijking en dus 
vervangen kan worden door 2/4. 


xtVatg a Wet3 
x_Vx43 xtVx3 

vele 
SE EEE 








Vraagstuk. Los x op uit: 








De opmerking in 8 125 leert terstond, dat Ot 
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xt Ve SNS et Verden 
x_Vx4+3 Î x_-Vx43 5 
verschil teller en noemer 1® breuk _ idem 2e br. op gelijke manier. 
som teller en noemer le breuk idem 2e br. 
dus EEE ze k 
x 2 
of x=2Wx+H3 (dat x #0, is terstond 
te zien). 


Nu kan men in het kwadraat verheffen. 
Men kan ook schrijven 


xt3=2Vet 33 
en Vx+43 y noemen; dan staat hier 
y- —2y—3=0, dus 
y=+3 of —1, dus 
Wx 3=43 of —1 
x+3—9 of 1 
x==6 of —2 
Houdt men zich aan de afspraak (theoretisch is deze echter 
niet te verdedigen, men komt dan o.a. ook in strijd met de Stelling 
van d'Alembert, 8 117), dat een vorm met een vierkantswortel- 


teeken positief moet zijn, dan kan Wx 3 niet = — 1 zijn; dan 
moet men Wx 3=—=— 1 een valsche vergelijking noemen. 

Soms blijkt uit de opgave, dat éénwaardigheid der wortelvormen 
ondersteld is, bv. : 


Onderzoek de vergelijkingen x—W/1 —2x+x2—=5 en x+WV/1—2x+x=5 
en geef van elk van beide op, of deze identiek, niet-identiek of valschis. (v. Ev.) 

















Oplossing. Neemt men de vierkantswortels éénwaardig, dan moet men 
zeggen: W1 —2x+x?=l—x voor x<1 en =x—l voor x>=1 (voor x=1 
kan men beide nemen). De 1e vergelijking geeft dan 


VOOr VvoOrsxer 
mar Met td, sm En nd Dd 
of 220 of 1 =5, valsche getallenvergelijking. 
of KM SLT RME Edel 
De 1e vergelijking is dan in beide gevallen valsch. 
Denderdeefte voors kn Voors 
dd Wm” Pd. Xdx—l=5 
1 =5, valsch. Xd: 


De 2e vergelijking heeft dus 1 wortel en is niet-identiek. 
_ Neemt men fweewaardigheid der wortelvormen aan, dan heeft de opgave 
geen zin, want dan is er geen verschil tusschen beide vergelijkingen. 

Rekent men de wortelvormen éénwaardig, dan moet men de 
wortels, welke men gevonden heeft door oplossing van de door 
machtsverheffing verkregen vergelijking, substitueeren in de gegeven 
vergelijking. Doet men dit bij de vergelijking 

3x V 0x == VT 

dan blijkt, dat geen der gevonden wortels voldoet: op het stand- 
punt der eenwaardigheid zich stellende, moet men deze vergelijking 
valsch noemen. 
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V3x 4 4—V20x H1=Vix—3 


4 

3x H 4 H 2x F1 — 2 60x2H83X J- 4=TXx —3 | 
„i6x + 8 — 2V60x? + 83x + 4 

8x + 4 —= W60x? + 83x + 4 
BRE RIEMer: —4 en xt. 

Substitutie: a) voor x=4: W3x 4 —WV20xHl=VT— 3 

V16 _—W8I 1025 
4 —) =S een 
valsche getallenvergelijking, dus x= 4 voldoet niet. 

b) voor x=: V3xh4—W20xHI=WTix3 

V6} —V16 == ZR | 
24 meenen — IJ; een valsche 
getallenvergelijking, dus x= $ voldoet niet. 

Had voor den Ien term — 1 en voor den 2en term + gestaan, 
dan voldeden beide wortels wel: na kwadraatsverheffing had men 
precies hetzelfde gekregen als nu. 

Regel, welke geldt, als men de wortels één waardig rekent: 

De door kwadraatsverheffing verkregen vergelijking heeft dezelfde 
wortels als de gegevene (indien deze althans wortels heeft) en 
bovendien die van 1 of meer andere vergelijkingen, welke uit 
de gegevene ontstaan door 1 of meer teekens vóór de wortelvormen 
om te keeren. Daarom moet men de gevonden wortels in de oor- 
spronkelijke vergelijking substitueeren, om te zien, of men tot 
een ware getallenvergelijking komt. 
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HOOFDSTUK XII. 


De vergelijking van den „den graad met 1 onbekende. Weder- 
keerige vergelijkingen. Binomiaalvergelijkingen. 
Eenheidswortels. 


S 116. Algemeene Gedaante. 
Ax” J- Ast + Agar ed... + Ane? + AniX + An =0 (U) 


(som van index en exponent is steeds —= n); één of meer A’s mogen 
— 0, alleen A, niet. 


Deelbaarheidsstelling. Als a een wortel is van (Ll), is het 1€ lid 
deelbaar door x — a. 


Bewijs. Dat a een wortel is van (I), beteekent, dat het 1e lid 
O0 wordt, als men x door a vervangt. Volgens de Reststelling (8 11) 
is dan het 1e lid door x—a deelbaar. 


Vraagstuk. Van de vergelijking 2x3 + 13x? — 13x — 132 —= 0 is een der wortels 
—--4, Bepaal de beide andere wortels. (v. Ev. no. 573). 


Oplossing. Omdat — 4 een wortel is, is het 1e lid deelbaar door x+4. Na 
deeling blijkt het quotient 2x°+5x— 33, zoodat voor de vergelijking kan 
worden geschreven (x+4) (2x° +5x — 33) =0 en 2x? +5x— 33 kan men ont- 
binden in factoren (desnoods door het —=0 te stellen en de komende vierkants- 
vergelijking op te lossen). Hieruit vindt men de 2 gevraagde wortels. 


Vraagstuk. Bepaalaen b zóódanig, dat x5—x*—2x+a=0 en x3—2x°+xHb=0 
2 wortels gemeen hebben. (Staatsex. 1918, VII, 3). 


Oplossing. Noem de gemeenschappelijke wortels x, en xs; laat de 1€ ver- 
gelijking bovendien den wortel x3 en de 2e den wortel x, hebben. Dan is 
XX —2Xx+a deelbaar door de onderling ondeelbare factoren x — X,, X— Xa 
en X—X3, dus door hun product. Aan den coëfficient van x? kan men zien, 
dat het quotient niet anders dan 1 kan zijn, dus 

XK AZ (AKI (KX — 9) (KX —X3) .« « -« …- « (a) 
Evenzoo: XS 2E HHD EK — KI) (KX — Ko) (XA — Ki), . (6) 
zoodat (x— xj) (Xx — X) van de beide eerste leden de G.G.D. is. Deze is deel- 
baar op het verschil dier beide eerste leden, dus op x° —3x+a—b; aan den 
coëfficient van x° kan men zien, dat het quotient niet anders dan 1 kan zijn, 


m.a.w. XX ab (K+ XK) X + K1X3, 
zoodat (8 21) Xt Xa=3 eN Xyp =a—b. 

Cijfert men de identiteiten (a) en (pf) uit en past men weer 8 21 toe, dan 
blijkt: X, + Xa + X3 =l en X, +Xo + X4==2. Zoo vindt men: x3 == —2en x===l; 
Substitueert men — 2 voor x in de 1e vergelijking, dan komt er —8—4+4+a=0, 
dus a=—=8. Eveneens — 1 voor Xx in de 2e vergelijking, dan komt er 


1-2-1450, dus b=4. 


Vraagstuk. De vergelijking 2x°+17x°+23x—42=0 heeft een geheelen 
wortel tusschen O en 5; zoek dien wortel en bepaal ook de andere wortels. 
(Sfaatsex. 1922). 
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Oplossing. Noem de wortels x,, xs en x3, dan blijkt evenals bij de vorige 
oplossing: 2x9+17x° + 23x — 42 = 2U(X — Xi" (X — 9) 'X — X3), dUS X{X9X3 — 21. 
De eenige geheele getallen tusschen O en 5, die deelbaar zijn op 21, zijn 1 en 3. 
Inderdaad blijkt 1 een wortel (som der coëfficienten + de term zonder x—=0) 
en 3 niet (blijkt bij substitutie). 

Deel door x—l1; quotient =2x°*+19x+ 42; de „andere” wortels zijn die 
van 2x°+19x+42=0, welke men òf door ontbinding in factoren òf met de 
gewone formule voor de wortels eener vierkantsvergelijking bepaalt. 

Vraagstuk. Bepaal een vergelijking van den 4en graad, die de 2 wortels van 
X°—3X—5—=0 heeft en bovendien 2 wortels, welke 3 meer zijn dan heft 
dubbele der wortels van x° — 3x —5 =0,zonder de wortels afzonderlijk te be- 
rekenen. (Staatex. 1922 met wijziging der redactie). 

Oplossing. De wortels van x° — 6x — 20 =0 zijn het dubbele van die der 
gegeven vergelijking en die van (x— 3)® —6 (+ — 3) — 20 =0 zijn 3 grooter dan 
dit dubbele (vergelijk 8 113). De laatste vergelijking, herleid, luidt: #2— 124 +7=0. 
De gevraagde vergelijking moet de wortels hebben van 22 — 34 —5—=0 en 
die van z2—12r+7=0. Noem die der 1e vergelijking +, en #9, dan ís 
(A A) (A— 4) ZA 345; noem die der 2e vergelijking 43 en #4, dan is 
(4 — tz) (4 — 4) ZA? — 124 +7. Het le lid der gevraagde vergelijking moet zijn 
(4 — tj) (A — 43) (4 — #3) (A — 44), dus die vergelijking is 

(22 — 34 — 5) (42 — 124 +7) =0. 


S 117. Stelling. Elke algebraische vorm (d.i. een vorm, die x 
bevat, hoe ook herleid), =O gesteld, levert een vergelijking met 
minstens 1 wortel, die in het algemeen een complex getal a + bi is 
(bijzonder geval: a= 0, dan is de wortel bi, dus zuiver imaginair; 
ander bijzonder geval : b== 0, dan is de wortel a reëel ; derde bijzonder 
geval: a=b=0, dan is de wortel 0). Deze stelling (van d'Alembert, 
1751) nemen we zonder bewijs aan. 


S 118. Stelling. Zen vergelijking van den né" graad met 1 
onbekende heeft n wortels. 

Bewijs. Volgens 8 117 heeft (l) minstens 1 wortel a (wat straks 
a+ bi heette, noemen we nu kortweg a, omdat ons hier het al of 
niet imaginair (complex) zijn van den wortel onverschillig is). Volgens 
S 116 is dan het 1° lid deelbaar door x— a, dus te schrijven als 


ad dT Phn ) 
nnen 
termen, geheel t.o.v. X. 

UE en NAE — 0, dan heeft deze vergelijking weer 


minstens 1 wortel, die in het algemeen van a verschilt; noem hem 5, 
dan is het 1e lid van (I) te schrijven als 

TA IKO KE mn A ) 

termen, geheel t.o.v. X. 
Hier zijn 2 factoren afgezonderd van de gedaante: x —eenwortel. 
De overblijvende factor is van den graad n— 2. Stelt men dezen 
weer —0, dan heeft de komende vergelijking weer minstens 1 
wortel c,‚ dus de vorm van den graad n— 2 is te schrijven als 
or en En ER ) en het 1e lid van (Il) wordt 
mmm) 


termen, geheel t.o.v. x 
Ao (x — a) (x —b) (x — Cc) (7 +... 8 
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Zoo kan men voortgaan met het telkens afzonderen van een factor 
van de gedaante: x —een wortel; heeft men n—l factoren van 
van die gedaante afgezonderd, dan is de overblijvende factor van 
den graad n—(n—i1) of 1, dus die factor bevat geen hoogere 
macht van Xx dan de 1®, zoodat hij is: x + zeker getal zonder x, 
dat men b.v. p noemt; er is dan voor te schrijven x— (—p). Zoo 
vindt men, dat het 1e lid van (I) is 


A, (x —a)(X—b)Xx—C)....…. Xx —(—p)S 
eee Ge 
n—l factoren 1 factor 


Dn 
samen rn factoren. 


Nu zal dit gedurig product =0 worden, alléén, als x=a of x=b 
of X=C... of X=—p, maar dan ook zeker, d.i. voor n waarden 
van Xx, q. €. d. 

Opmerking. Het bijzondere geval kan zich voordoen, dat 2 of 
meer wortels onderling gelijk zijn. Dan komen er 2 of meer gelijke 
factoren van de gedaante: x— die wortel. Men telt dien wortel, 
als hij 2-maal voorkomt, voor een dubbelen; als hij 3-maal voor- 
komt, voor een 3-voudigen, enz. Zoo heeft (x — 2) =0 3 wortels, 
U 

Definitie. Onder de uitdrukking: „de vergelijking zekere alge- 
braische vorm = 0 heeft een dubbelen wortel a” verstaat men: 
„zekere algebraïsche vorm’ bevat den factor: (x — a)°. Idem bij een 
3-voudigen wortel a den factor (x — q)°, enz. 

Gevolg van de nu bewezen stelling. Als van de vergelijking 

Xr Gar + Har? 4 Kars +... Pxd-Q=0 
OERWOrLEISS ZI NKO HRO en k, dan is 


—(atdbtetdt...tb)=G 


+ (ab + ac + adt... tbe +...) =H 
— (abe + abd + abe... + ade +...) =K. 
en abcd … wk Q (4, als het ‘aantal factoren, dus 


n, even is; —, als n oneven is). (Vergelijk voor de ontwik- 
keling van (Xx — a) (x—b)(x—c)...(x*—k) 88, V). 
Heeft men den algemeenen vorm van (I) 
Ax” —J Arns — Anier L.……. + A + An—iX J- Ann 
dan moet men eerst deelen door A; als de wortels a, b, c‚...k 


4 —(atbhetdt.thef 
0 

Fab hachadt bet.) 
— (abe + abd HabeH… Fade.) 
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An 
A 


n 
Ander Gevolg. Wa heeft n waarden; immers elk der n wortels 


ALOE Ik (+ voor neven, — voor n oneven). 


n 
van de vergelijking x*=—=a is een Wa. 


S 119. Stelling. Wanneer 2 vergelijkingen dezelfde wortels 
hebben, zijn de coëfficienten van de gelijknamige machten van x 
evenredig. 

Bewijs. Laat de wortels zijn a, b, c‚ d...k. Dan is het 1e lid 
der ééne vergelijking A, (x — a) (Xx — b)x—c)...(x— kk). Het 1e lid 
der andere vergelijking moet ook de factoren x—a, x— b, X—cC,...X—k 
bevatten en kan zich dus van dat der 1® a{leen onderscheiden in 
een getallenfactor, die in plaats van A, komt; immers, wanneer 
er een factor met X in voorkwam, die niet in het 1e lid van de 
le vergelijking staat, zou de 2e vergelijking een wortel meer hebben. 
Noem dien getallenfactor B. Cijfert men (x— a) (x—b)(x—c).. (xk) 
uit, dan komt er X” — (ad-bd-et- … H- hk) xr A H(ab Hac...) 

— (abc HX +... abe...k (in den laatsten term sj bij een 
even, — bij een oneven aantal factoren). Nu moet elk der hier 
optredende coëfficienten den éénen keer met A, den anderen keer 
met B, worden vermenigvuldigd; dan krijgt men de coëfficienten, 
waarvan bewezen moet worden, dat zij evenredig zijn. Maar uit 
deze wijze van ontstaan volgt, dat de verhouding van de coëtffi- 
cienten der gelijknamige machten van x steeds is als A, tot B. 


S 120. Stelling. Als p +gqi een wortel is van (1), is p — qi 
ook een wortel er van (alle A’s reëel ondersteld). 

Bewijs. Substitueert men p + qí voor x in het 1e lid van (U), dan 
moet dit 1e lid =0 worden Die substitutie levert vormen, waar 
machten van p + ZL in optreden. Nu is b.v. de 4° macht van p + gi 

p‚ + 4p qi + 6p gf + Apgt + Ù 

of p* + 4p°qi— 6p'g° —4pg'idq*. 

Waar gi voorkomt tot een oneven macht, blijft í; waar gi optreedt 
met een even exponent, vervalt í. Zoo is het overal in den vorm, 
die door substitutie ontstaat. Nu kan men ten slotte alle termen 
zonder i samen nemen en ook alle termen met í. Noem die 
zonder i samen M, die met i samen Ni dan is M + Ni==0; 
dit kan alleen, als M=0 en N==0 (8 44). 

Substitueert men in het 1® lid voor x p— gi, dan krijgt men 
overal dezelfde uitkomst als zooeven, behalve dat + qí door — gi 
moet worden vervangen. Dit geeft alleen verandering in de termen, 
waar qíi een oneven exponent heeft, d.i. in die termen, die samen 
Ni opleverden. Deze krijgen alle het tegengestelde teeken, dus 
samen leveren zij nu — Ni op. Het 1® lid gaat nu dus door de 
substitutie over in M— Ni. Maar M was =0 en N was =0, dus 
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M— Ni is ook =0, d.i. de vergelijking gaat over in een ware 
getallenvergelijking, als men x door p — qi vervangt, d.i. p — gi is 
een wortel. 

In dit bewijs is er op gerekend, dat de í bij de substitutie alleen 
uit de gí te voorschijn komt en niet uit eenigen coëfficiënt A. 

Gevolg. Elke vergelijking van oneven graad heeft minstens 
l reëelen wortel. Immers een vergelijking van oneven graad heeft 
een oneven aantal wortels en de complexe komen altijd bij paren 
voor, dus moet er minstens 1 reëele zijn. 


S 121. Elke algebraïsche vorm met reëele coëfficienten is in 
reëele factoren van den Ien of aen graad te ontbinden. | 
Bewijs. Zijn alle wortels van de vergelijking, die ontstaat, als 
men den vorm == 0 stelt, reëel, dan is de ontbinding eenvoudig 
A, (« — a) (Xx —b)....(X*-—k). Komt een complexe wortel p + gi 
voor, dan is p — qi ook een wortel, dus naast den factor Xx —p — gi 
komt een factor x — p + qi en deze 2 factoren leveren na vermenig- 
vuldiging (Xx — p)° + q° of Xx? — 2px Jp? + q°, een reëelen factor 

van den 2°" graad. 


S 122. Wederkeerige vergelijkingen. 

Definitie. Een vergelijking heet wederkeerig, wanneer de 
wortels 2 aan 2 elkaars omgekeerde zijn (dit is het wezen der 
wederkeerige vergelijkingen). 

Herkenningsmiddel: de coëfficienten zijn van links naar rechts 
dezelfde als die van rechts naar links of alle tegengesteld 
van teeken. 

Nu moet bewezen worden, dat uit het wezen het herkennings- 
middel volgt. 

Bewijs. Uit de definitie volgt, dat, als men de vergelijking 
opmaakt met de omgekeerde wortels, deze dezelfde wortels zal 
hebben als de gegeven vergelijking. Nu krijgt men de vergelijking 


met de omgekeerde wortels door x te vervangen door — (zie 8113); 
Ao, A A» 5 
er komt ee En 











Ars 
AT SE Sa Een 5 An == 0; Valle EEn 


onder den noemer x” gebracht en dan: breuk —= 0, als teller = 0 
en noemer £ 0, geeft 


An Xt + Anr rt + Ana Hs... + Ag Xx Hd Aj X FA =0; 
de coëfficienten komen nu in tegengestelde volgorde voor. 


An mn A, mc Às ek bie Anes ee An—i__Àn 
Volgens 8 119 zal nu NTA zie == 


Neem b.v. alleen de 1° breuk en de laatste: RTK of Aln 


n 0 
dus A,= + Ar. Indien A= + An, is AO p1 en dan zijn alle 
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breuken =H 1, dus dan zijn de coëfficienten van links naar rechts 
gelijk aan die van rechts naar links. Is A,=— An, dan is elke 
breuk —=—l1, dus dan zijn de coëfficienten van links naar 
rechts de tegengestelde van die van rechts naar links. 

Het omgekeerde is ook waar: dit blijkt door deze zelfde 
redeneering in tegengestelde richting te geven. 

Definitie. De wederkeerige vergelijkingen, waarbij de coëffici- 
enten van links naar rechts gelijk zijn aan die van rechts naar 
links, noemt men die van de eerste soort; zijn de coëfficienten 
van links naar rechts tegengesteld aan die van rechts naar links, 
dan heet de vergelijking een wederkeerige vergelijking van de 
tweede soort. 

Bij die van de tweede soort en van even graad (waar dus een 
oneven aantal A’s optreedt) zou de middelste A haar eigen tegen- 
gestelde moeten zijn; die A ís dus O, m.a.w. de middelterm moet 
ontbreken. 

Wederkeerige vergelijkingen van oneven graad hebben altijd een 
wortel +1 of een wortel — 1; immers zij hebben een oneven aantal 
wortels, dus minstens 1 wortel moet zijn eigen omgekeerde zijn en dit 
zijn alleen de getallen +1 en — 1. Trouwens, het kenmerk van 
deelbaarheid door x — 1, resp. door x +1, uit 8 11 toont terstond, dat 
wederkeerige vergelijkingen van oneven graad van de 1° soort een 
1° lid hebben, dat deelbaar is door x + 1 en die van de 2° een 1° lid, 
dat deelbaar is door x — 1. 


S 123. De wederkeerige vergelijkingen van de 1° soort mogen in 
het algemeen niet van hoogeren graad zijn dan van den 5°", indien 
de oplossing tot die eener vierkantsvergelijking zal worden terug- 


gebracht; een van den 6°" graad zou, als men x + door y verving 


(zie beneden), voeren tot een vergelijking van den 3°" graad. 

De wederkeerige vergelijkingen van de le soort van den 5°" en van 
den 3°" graad deelt men door x+-1, waardoor een vergelijking 
ontstaat resp. van den 4" en van den 2°" graad; men heeft dan 
Xt 150 te’stellen, waaruit volgt x, =— 1. 

De wederkeerige vergelijkingen van de 2° soort mogen in het 
algemeen hoogstens van den 6°" graad zijn. Die van den 6°" 
kan men deelen door x° — 1 en dan moet men x° — 1 = 0 stellen, 
EREDEESnien vindt: x,— len X—=— |. 

De deeling door x°— 1 of door x+-1 of xX— 1 neemt 2, resp. 
1 wortel(s) weg; de andere wortels veranderen niet en zijn dus 
na de deeling nog elkaars omgekeerde, d. í. de quotientver- 
gelijking is ook wederkeerig. (Men kan dit ook bewijzen 
door de deeling b.v. bij Agx + Ax? + Apxt — Apx? — Ax — Ag =0 
werkelijk uit te voeren; men ziet dan, dat in de quotientvergelijking 
de coëfficienten van links naar rechts gelijk zijn aan die van 
rechts naar links of tegengesteld van teeken). 
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S 124. Het eenige bijzondere, dat de oplossing van wederkeerige 
vergelijkingen eischt, is: x + Ne te stellen; dan is Bt? 
Dit komt alleen te pas bij wederkeerige vergelijkingen van den 4°" 
graad; immers die van den 6®? en van den 5°" graad worden tot 
deze teruggebracht en die van den gen graad tot vierkantsver- 
gelijkingen. 
6x* — 35Xx° L 62x° — 35X J- 6 =0 

35 6 


6x° — 35X + 62 oee ld 


Voorbeeld. x? 





Door deze deeling verdrijft men geen wortels, omdat de deeler ín 
een noemer blijft staan (8 57). 


Schrijf ex il el De 35|x Dn 7) + 62 = 
eV ed ad ijd, 








mikt =y 
6y* — 12 — 35y + 62 il 
6y° SR td 0 4 
—_ 35 + WV 12200008 
En 12 
r=3k; Va = 2} 
Ln ) RE 
Xh St xXx se mi 
Dee sl EE Es 
seg — 0; een breuk =0, als £=0 geeft op gehe 
ze en n7£0. als hiernaast 
3 1 Or geert SK Ka 





8 125. Dikwijls vindt men voor x ur En getallen als 24, 33, 44, enz. 


Dan weet men terstond: x—=2 of =}; x=3 of =d; x=4 of 
ej 
== £, ENZ. 


Gegeven: xp El Te bewijzen: x =p of Ee 


| 
Bewijs. Uitx =P volg 2d Ht 


p° 
- 5 Ee : af 


5 | 
Pt 


4 I 1 
of RE SE le Bode 
e= 
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1 1 1 1 
nee Er) edn aat ars 
1 1 1 1 
tarzan En rk ln 
Po 5 P 0 

2x =p P zind 
2 2x == — 
Xx = p 
2 1 
X == Tar 
p 


S 126. Definitie. Binomiaalwergelijkingen zijn vergelijkingen 
van de gedaante xXx" + 1=0, Het zijn tegelijk wederkeerige verge- 
lijkingen, immers b.v. x* — 1 =0 kan men lezen als 


xt + Ox? H- Ox + Ox — 1 = 0. 


Ontbind het 1e lid in factoren en stel elken factor =O of volg 
de methode der oplossing van wederkeerige vergelijkingen. 


L x—1=0 of (xl?) =0 
RE == 0 | xt 1=0 


nl Xo3=— et aiV3 ) 
IL. xt—1=0 of (x— 1) (Xx +1) (Xx? +1) =0 
x—l=0 | x+1=0 | x= 
X=1 Xj == | Kn ik 


UI. x5-—-1=0 of (x— lx txt) =0 
x—1=0 e Xi H HX A1 =0, wederk. vergelijking. 




















il xr) + (at) 1=0 
Ee 1e 
rit ytl=0 
y2+y—1—=0 heeft reëele wortels (ter- 
stond te zien aan de —l). 
—l+V5 i eee rd Ales 
1 Re er NE eN 
ES rs x2 On 
= Ee 2 
5 —0;een breuk —=0 enz. 
—0, als f=0 X gelijk hiernaast. 
De ifd Is hi : 
Aen X4,5 — zelfde vormeen als hiernaast, 
ee Weke5 tiV104+2v5 alleen tegengesteld teeken 
5 4 voor de vormen met 1/5. 





IV. x? —1=0 of (+1) (45 —1) =0, enz. 
V. x8 —1=0 of (xt +1) (xt —1) =0, enz. 
VI. xP—1=0 of (9 +1) (Xx — 1) =0, enz. 


1) Evenals in $ 111 beteekent deze schrijfwijze, dat van de beide wortels xs en x 
de ééne is —3HFiV3 en de andere —4—Hil/3. 
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Deze vergelijkingen, een macht van x= +1, hebben, als ze van even graad 
zijn, 2 reëele wortels: +1 en — 1; als ze van oneven graad zijn, 1 reëelen 
wortel: +1, gelijk substitutie terstond toont. 

VII. x3+1=0 of (xt) (2 —-x+1)=0 
x+1=0 | Kite) fe 
=| X2, 3 == + Va + lo iV/3 
VIT x*41=0 of (x2 Hi) (2 —i=0 
ned =ti Ri nl 
Fe SE Io (U/2 — iv 2)(zie S 49) | X34 == + 1/, (W2 == iV2) 


2e manier: als een wederkeerige vergelijking van den 4en graad; 
xe + n=; x= stellend, krijgt men y2—2=0 of y= + W2, enz. 


3e manier. (#2+1)? — (1/2? =0 
(2rWV2ei)r?—-rV241)=0 





2rV2+1=0 z—_rV2+1=0 
41,2 — ENZ. A3, 4 ENZ. 
IX. 25+4+1=0 of (rtl) (at ata i)=0 
tld zitt =0 
nl Ee 
5 1 1 
ae ee 
De ha 
l Ì 
satlrtd) tie 
N x 


yy t1=0 
y- —y—l=0 heeft reëele wortels 
(te zien aan de —I). 
_tl+W5 Hi W5 
Lenker Va : 
Verder gelijk III met verandering 
van enkele teekens. 
X. z+4+l=0 of (22+) (rf? 41) =0 
x21=0 of 22=— zi =0 5 
Hia == ti kale 
x= vl, Us iv’3) 
23450 — + Wo (N3 + ĳ). 
Deze vergelijkingen, een macht van x——l, hebben, als ze van even graad 


zijn, geen reëelen wortel; als ze van oneven graad zijn, één reëelen wortel, 
namelijk — 1. 





S 127. Het oplossen eener binomiaalvergelijking is tegelijk 
het zoeken van wortels uit +1 of uit — 1. Wortels uit + 1 heeten 
eenheidswortels. Zij hebben de merkwaardige eigenschap, dat 
elke macht er van weer een gelijknamige eenheidswortel is. 
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18 
Stelling. (/1) =zekeren 13en-wortel uit 1. 


18 18 
Bewijs. Verhef (W/1)' tot de 13®-macht, dan komt er 1, dus (1) 
is een 13e-wortel uit 1. (Dat er 1 komt, blijkt dadelijk uit: 
18 18 
COD ED KA IP 


m m 
Precies zoo bewijst men algemeen: (W/1)” is een V/1. 


S 128. De beide imaginaire 3e-wortels uit +1 zijn elkaars 
kwadraat en hun eigen 4e-macht. 


Bewijs. 1° manier door uitcijferen. 
2° manier door redeneering. Volgens de vorige 8 moet 


(—4+HZil3) = een der 3 3e-wortels uit 1 zijn, dus —= 1 of 
=_dHdil3 of =—4—hil/3. Nu kan genoemd kwadraat 
niet —= — 4 + Jil/3, want als een vorm zijn eigen kwadraat is, is 


hij ook zijn eigen 3®-, 4€-, enz., macht, terwijl wij weten, dat de 
3e-macht = + 1; genoemd kwadraat kan niet = 1 zijn, want alleen 
— 1 en +1 zijn vierkantswortels uit + 1 (men kan ook zeggen: 
bij de kwadraatsverheffing komt zeker een dubbel product met ú). 
Dan blijft er alléén over: (— 4 + Hil/3) =—}4—tiv3. Gelijke 
redeneering toont: (— 4 — Hil/3)? =— 4 + dil/3. 


S 129. Uit het feit, dat ze elkaars kwadraat zijn, volgt, 
dat elke imaginaire 3e-wortel uit +1 zijn eigen 4° macht is. 
Dit behoeft niet te verwonderen, want zij voldoen aan de verge- 
lijking x° == 1, dus ook aan x° =x (aan de laatste vergelijking vol- 
doet 1 wortel meer, nl. x==0). Evenzoo zijn de 4®-wortels uit 
l hun eigen 5e-macht, de 6e-wortels uit 1 hun eigen 7®-macht, enz. 


S 130. Moet men uit een ander getal dan 1, b.v. uit +5 de 6 
6f-wortels bepalen, dan schrijft men, als x den gezochten wortel 
voorstelt: x° — +5 — het rekenkundig getal 5 maal + 1, dus 
x=W rekenk. getal 5 maal Pl. Wrekenk. getal 5 heeft maar 
| waarde; men krijgt deze door uit den 3-wortel uit 5 den vier- 
kantswortel te trekken, zooals in 8 35. Maar W +1 heeft 6 ver- 
schillende waarden. Men krijgt nu de 6 6®-wortels uit 5 door 
elk dezer laatste 6 te vermenigvuldigen met den éénen reken- 
kundigen zesdewortel uit 5. 








S 131. Men kan, door xt =y te stellen, soms ook oplossen 
vergelijkingen, die in 1 teeken van wederkeerige verschillen. 


Vraagstuk. Los op: 6x*— 2543 +124? +254 460 (v. Ev. no. 527). 


ne rde …É De Ì 
heeg p e enige g AREN dE Ze En 4 
ED ED VEE Vemersc | bj A en end Ne 
| ° iin VE re eN 
“ . D ; jp 3 5 


Oplossing. Deel door 2? (geen wortels verdreven; omdat # in een noemer 


blijft staan): Er az 25 en ed, 


olerrij-alenijse=0 


IN / _ mn Pat D 





dr: 


6? +12—25y+12=0 of 692 —25y +240, ze | 
waaruit: y Sat Vo) n= 2/3; AT 1 il Ee 
1 | 1 | Lijn 
a geeft: 1, =3, Ten 2 == geeft; Rh n= ie 


SS 132, 133 


HOOFDSTUK XIII. 


Twee of meer vergelijkingen, waaronder minstens één van 
hoogeren graad dan van den eersten, 


S 132. Eén of meer vergelijkingen van den Ien en 1 van den 
2en graad. 

Regel. Druk met behulp der vergelijkingen van den len graad 
alle onbekenden op één na uit in deze ééne en substitueer de ge- 
vonden uitdrukkingen in de vergelijking van den 2en graad; deze 
wordt dan een vierkantsvergelijking; men lost hieruit de ééne on- 
bekende op; de waarde der andere onbekenden volgt hieruit. 

Vraagstuk. Los xt, yen zop uit: AAytz=9 

Ib meid Bald) 
xy +22 =—=22 (v. Ev. no. 596). 


Oplossing. r+y+2—=9 ; he 
5 geven na optelling aten. 
x= — *lgz + 42/3 
Voor y vindt men, na eliminatie van #, uit: 3y+2=13 y=—l/3z + 41/3 


Beide waarden gesubstitueerd in de 3e vergelijking geven: 
oz — Ofoz + 182/, +22 — 22 
of 1/54 en 40/ z _, 16/, il) 
of 1122— 40z — 16 =0 


+40 + W/1600 +704 
waaruit: 2= 








Stellen wortels: _ 40 + 48 % 
z| 2 | 40, | 422 
ENE an 
zende — | 


S 133. In alle andere gevallen moet men de vergelijkingen zóó 
trachten op te tellen of af te trekken of te vermenigvuldigen of te 
deelen, dat er eenvoudiger vergelijkingen komen. Soms zal men 
daarbij moeten bedacht zijn op het feit, dat wortels kunnen worden 
ingevoerd of verdreven. 


Voorbeeld. Gegeven stelsel En HE SE x 42 Indien men hieruit 


2 3=y +1 
afleidt het nieuwe stelsel ve — 3) (29° + D=? ae De + 2d 
voldoen aan dit nieuwe stelsel de wortels van het gegeven 
stelsel, maar bovendien die, welke voldoen aan x° —3=0 en 
y + 1=0. 
L. Roorpa, Theorie der Algebra. 8 


88 133—136. 114 


Ware omgekeerd het 2e stelsel gegeven, dan zou men, door de 
1e vergelijking hiervan te deelen op de 2e, wortels verdrijven; men 
is dan verplicht, elk lid van de deelervergelijking =0 te 
stellen. 

lets dergelijks komt bij een stelsel van 2 vergelijkingen alleen 
voor, als beide in beide leden onbekenden hebben; immers, als 
de deelervergelijking niet in beide leden onbekenden heeft, kan men 
niet elk dier leden =0 stellen; en als men lid voor lid de deeler- 
vergelijking zal deelen op de andere vergelijking, moet elk lid 
van deze het overeenkomstige lid der deelervergelijking als factor 
bevatten, dus ook de er in voorkomende onbekenden vertoonen. 


S 134. Regel. Komt een bepaalde combinatie der onbekenden 
meer dan ééns voor, dan stelt men deze combinatie voor door 1 
nieuwe onbekende. 


S 135. Homogene vergelijkingen (vergelijk 8 66) zijn verge- 
lijkingen, waarvan alle termen van denzelfden graad zijn (er komt 
dus geen bekende term in voor). 

Men kan een homogene vergelijking van den graad n altijd 


Y 


deelen door x” (of door y”) en hel resp. =—= zZz stellen; dan heeft 


men een vergelijking met 1 onbekende. Men behoeft niet den deeler 
x (resp. y)=0 te stellen, want dit zou geven, dat ook de andere 
onbekende =0 was. „Alle onbekenden =0"” voldoet aan elke 
homogene vergelijking; maar deze oplossing is in den regel waarde- 
loos. Zoodra er één vergelijking bij is met een bekenden term, 
voldoet de nulwaarde niet meer. 


Vraagstuk. x° —5xy + 6y° =0 
2x° — 3Xy Hy —XH 2-7 =0. 

De 1e vergelijking is homogeen. Deel b.v. door y? en los Es 
op; er komt: Ì 2 of 3, dus x= 2y of x= 3y. Substitueer. dit 
in de 2e vergelijking; dit wordt een vierkantsvergelijking in y. 

Opmerking. Men had even goed T kunnen oplossen; de 2e 
vergelijking werd dan een vierkantsvergelijking in Xx. 

S 136. Uit vergelijkingen van gelijken graad, waarvan het 1e 
ild een homogene veelterm is en het 2e lid een bekend getal, 


kan men, na ze met zulke getallen vermenigvuldigd te hebben, dat 
de bekende termen gelijk worden, door aftrekking een homogene 


vergelijking afleiden en uit deze il e 4 berekenen. 


115 SS 136—128. 


Vraagstuk. Los ren y op uit 2x? + 3xy — Jy —=—l 
| en 7x? —5xy + y? =7 (v. Ev. no. 529). 


Oplossing. Vermenigvuldig de 1e vergelijking met 7 en tel het product bij 
de 2eop. Er komt: jg 16xy — 20y? —=0 


2 
21 2) Si 16 — 20 =0, waaruit volgt: 
% y 








EEZ r- —-l0 
Me :3 q 
3 ae 7 
De 1e vergelijking wordt: De 1e vergelijking wordt: 
ne 200 30 
PA ie 2 y= mT A 2 
ni ER ni rn, 
en Veel EERE 
of 5) 40 ” | 
2—0 NK 
f Pi 
y=t3. 
49 
ei Vol 57 
3 2 î 10 
Uit Ed volgt nu +=—= +2. Uit ill volgt nu: 
gr 10/40 100. 
Ar RE IT, 
Stellen wortels: 
TO TON ee 
E22 rl mnd IE 
1 en ar 
REN 3 3 heren Le ST dre 197 














S 137. Regel. Heeft men een vergelijking van den men en een 
van den nen graad, dan is het maximum aantal stellen wortels, 
dat men kan vinden, mn. Evenzoo bij 3 vergelijkingen, resp. van 
den men, nên en pen graad, op zijn hoogst mnp stellen wortels, enz. 

(In andere deelen der Wiskunde wordt bewezen, dat het aantal 
juist mn, resp. mnp, enz. is, maar dan moet men letten op het 
dubbel gelden van sommige wortels, op wortels, die in het on- 
eindige liggen, enz.) 


S 138. Voorbeelden van oplossing. 


. EE Kies ik en zn als onbekenden, dan worden de komende 
Xx y je q y 
RE vergelijkingen van den len graad. 
2e y b 


S 138. 116 


5xryz De O-oplossing voldoet. Om de andere 


TA nn 
8ryz waarden te vinden, welke voldoen, deelt 


ZV SAE tet 
—3YZ + ATZ— 24y 


Hi 


Ë | 
—9AyZ. men door ryz en neemt En sert En als 


onbekenden; dan komen er vergelijkingen van den len graad. 


UI ry +rxz=1l6 Kies yz, rz en ry als onbekenden, dan komen er verge- 
xy +yz=1 lijkingen van den len graad. Heeft men zoo yz, +z en 
zztyz=15. afzonderlijk berekend, dan kan men door vermenig- 

“__vuldiging +?y?z? vinden en hieruit xyz (vergeet niet te 

denken aan +!) en daarna door deeling +, y en z. 


IVl Jee (1): Verhef (D) tot de 5e macht. 
x54ys—=33 (II) HP H5rty + 10432 +104°pS + 5ryt + ys =243 









































zò +y’ —=33 
EE of 
BAVO OL 210 
5 
LV ZZE VEE — 42 
EVANS ER ZEE ZET — 42 
mn mn) 
EIN EV 
— 21 —3ry, 
zoodat +y (27 — 31y) —= 42 
of 3(4y)? —21(4y) +42 =0 
of (ry)? — O(ry) +14 —=0, waaruit: ry —=2 of 7 (zie verder S 92, 2). 
KNV) BIN En 
VN 5 Ee LIE == IIED GEN 
8 RENT 
Stel Â —z, dan is gd ne le 2 LE een breuk==0, als 
y Z 6 z f= 0e 
5 5 1825 1 
i NE ed = == in 
uit Z 62 == ORVOISERZ Ee Zi zn 
a) 2 
zoodat dn of de Za nn 
27 8 
Gh ON a Eh 
shet ee Ae 27 5 
gesubstitueerd in de 2e gegeven vergelijking: 
EA LI 
gu — 35 of 27 Ede 
945 
Vs pe 
ij 8 \ ë y 19 
19 2 | 19 
Stellen wortels: 
> 3, Te Lijn 
„|z| el +iV3) | 313) | 21/945 | +1 37/945 TE LEN 
2 / 3t 19 3 | 19 3 19 
pe Ben, gen 
VA LLS B (945 | —1H+iV37T/945 |—-1-iv’3|/ 945 
19 2 19 2 19 
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VL. #?—6ry +9? +24 —6y— 15=0; ty tr =12. 
(tr —3y) +2(4—3y) —15=0 
2 3y=—5 of +3 




















art AS Jy 5 | of 233 
Dit gesubstitueerd in ry ++ =—=12 Dit gesubstitueerd in xy +4 == 12 
of A(yt 1) =12 of Hyp + I= 12 
geeft (37 —5)(y+1)=12, enz. geeft (3y +3) (y +1) = 12, enz. 
„4 NE 
VIL ed en Et ye (U Ev. n0.43)) 
yap 22 +3r Wy 324, 
LANE 6 Ie 
dus Wry=—71 of +6 dus + ’y =12 of —13, 
xVy —12 zVy —12 ls lep Sis! 
an eend ee ed 2 
err 6. Vry=—1. Vry—=6. Vry=—1. 
Na deeling: Na deeling: Na deeling: Na deeling: 
Vas, Vr, | Ve=2k Val, 
dus y=}, 40 ze: BE 
dus +—=4,y=9. | dus Vy= dus | erg Vy=n 
dus dus dus 
BERAA Don re 2401107 81 GA 20 9604 
49” 144 LO 9 196” 729 
A TE 
49 16 196 








Stellen wortels: 











ETA elo 720 





Rekent men de wortels positief, dan voldoet alléén Os 


VIII. Van een rechthoekigen driehoek is de omtrek 30 cM. en het oppervlak 
30 cM?°. Bepaal de zijden. (Staatsexamen 1918, VIII: 2.) 


Oplossing. Noem de rechth. zijden # en y‚ dan is + +y+W22+y2=—=30...(D 
en xy 0e 
Valy? —30— (#49) 
2 


Eg d 
z? + y2 = 900 — 60 (4 + y) + 42 +2xy + y? 
0 == 900 — 60 (+ + y) + 120 x | 5 | 12 
iter liens y 60 volgt: rn ae 
mrb B 


In dit ingekleede vraagstuk geven beide stellen wortels hetzelfde 

antwoord; er komt maar 1 oplossing: de zijden zijn 5, 12 en 13 cM. 

IX. Ay —r—y=2 (Sfaatsex. 1922). Tel bij elk 1e en 2e lid 1 op, dan 
VZ Z=ll komt er (#—1)(y—1)=3 
ZZ =3 (y—l)(z—-1)=12 

(zl) (rl) =d. 
Door vermenigvuldiging: (4— 1)? (y —1)?(z— 1)? = 144, dus 
(r—1) (y—1) (2-1) = +12; deze vergelijking 
deelt men achtereenvolgens door (#—1)(y— 1) =3, enz. 
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BIJVOEGSEL. 


Bijvoegsel bij de 88 21, 118 en 119. 

Gewoonlijk bewijst men de Identiteitsstelling (S 21) als volgt: 

Volgens 8 118 is de veelterm 

Ax” + Ay rid Ag xr? + An + Ani X + An 
identiek gelijk aan 
A, (x — q) (x —b)(X—cC)....…. 5 

als a, b, c .….. de wortels zijn der vergelijking 

An x” + A, XPT1 FH Ag Xr? H.+ ArZox + Ani X + An =0. 


Dit gedurig product, dus ook de genoemde veelterm, wordt 
slechts dan-=0, als x= een“ der. wortels Tab C 
A, ==0 mocht zijn. 

Zal de veelterm identiek = 0, dan moet dus A, == 0. 

Maar volgens 8 118, Gevolg, (ook in S 119 wordt het opge- 


merkt) is 
A, = — Aj(ladbtet..., 
A= A(ab + act ad + .….…, enz, 
zoodat blijkt: alle coëfficienten zijn = 0. Hiermee is het aan het 


eind van de Opmerking bij 8 21 geformuleerde bewezen. 
Pas dit nu toe op den veelterm 


(A — QG) x° + (B —H)x* +(C—K)x’ +... uit 8 21, 
die identiek = O0 moest zijn, dan blijkt: 
Ani he B GREIZ 


(ams We willen hopen, dat de tijd nog eens aanbreekt, waarin men algemeen inziet, dat het gebruik van 
rentetafels, den leerlingen tijd en moeite mogen besparen voor betere zaken. 


LOGARITHMEN- EN RENTETAFELS 


door P. WIJDENES, 
BREGAVENA Aeldruk etna nt ged f.0:60 


EN HOUD: 


Eigenschappen. Ln ; 
Aanwijzingen voor het BED ik van IE EE 3—5 
Gewone of Briggsche logarithmen van de getallen 


elle LOSOO oe kee 8 À ats 6— 39 
Log. van eenige constanten bij EED en 15 RAN 39 
Logarithmen van rentefactoren in 7 decimalen . .… 40 
Rentetafels: I (1 +2” en II (1 +2)” voor de per- 

centen 2, zó, 3 35 4, 4}, 5, 54 en 6; == As: Onde 
Machtensswortelssen omoekeerdern.,”… 5. . 47—48 
GAVE se derdruk en ern rte oe gecs.f 0,90 


Deze omvat uitgave A en bovendien: 


Rentetafel III © (1 +2”, aanwijzende het eindbedrag, als 
men ieder jaar f 1.— à# 0/, op sam. interest zet. 
Deze geeft de sommen der getallen uit tafel I. 
Rentetafel IV 2 (1 +2)”, aanwijzende de contante waarde 
van ” keer f 1—. 
Deze geeft de sommen der getallen uit tafel II. 


I Ns ; 
Rentetafel V — ps dit is de z.g. annuiteitentafel, aan- 


EI F4) 
wijzende met welk bedrag per jaar een kap. 
incl, de rente à #°/, kan worden afgelost. 
UITGAVE D. RENTETAFEL. Deze bevat de Rente- 
tafels I, II, III, IV en V onder A en B hierboven ge- 
noemdsmet 90 termijnen et Se dn Sec f.0.50 


UITGAVEN VAN P. NOORDHOFF TE GRONINGEN. 


‘q jeje, dlis83uog uvow oximiqe8 sltmsepug Je3ooH puoprereqgaooA U9 JeeGJIPPIW JOOA 


‘gd Jefe sauopfim ua q IojeL dfia88uor Sipoou uow zjooy ‘OQ “T UI TH JOOA 


WISKUNDIGE UITGAVEN van P. NOORDHOFF re GRONINGEN. « 


LOGARITHMEN TAFELS. 
Dr. B. GONGGRIJP. 
D. Logarithmische en Goniometrische Tafels 
en Bijtafels. 3e druk . . . . . . . geb. f 2.40 
Inhoud van tafel D: 
L. Gewone log. van de getallen 1—10800. 
II. Log. der. gon. functies van 0°—90°. 


III. Bijtafels. 


Anti-Logarithmen. 

Machten, wortels en omgekeerden, cirkelomtrekken en -oppervlakken. 
Quadraattafel, 

Lengten van cirkelbogen of hoeken in radialen. 

Log. van rentefactoren. 

Eenige constanten met hun logarithmen. 

Tafel voor de omzetting van gewone log. in natuurlijke. 

Tafel voor de omzetting van nat. log. in gewone. 

Natuurlijke logarithmen. 

Lengten van koorden voor r—=l. 

Bases van geliĳjkb. AA met hoogte — 1. 

Leve Gon. functies van hoeken tot 90° met opklimming van één min. 


Aanhangsel: Sinus en Tangens in 5 cijfers nauwk. van 0°—6°. 

A. Beknopte Log. en Gon. Tafels 2e dr. gec. f 1.35 
Deze omvat van tafel D. [, II en III E. 

B. Bekn. Log. en gon. Tafels en Bijtafels, | 
3e druk. er seals dU 
Bevat I, IL, [LI ‘zonder Kn en de Gon. ‘functies om de 
tien minuten. 

C. Tafels der rechtstreeksche waarden der 








> 


STATER IAH 





gon. functies. . EE Ee ib ell 
Bevat Tafel IV van uitgave D. 
Zaktafels in vier decimalen . . . . . …. = 1.50 
P. WIJDENES, FORE OESnE en Rentetafels. 
UITGAVE A. 4e druk. . . Eeen OE LDU 
INHOUD. 


Eigenschappen. Aanwijzingen voor het gebruik van de logarithmentafel. 
Gewone of Briggsche logarithmen van de getallen 1—10800. Log. van eenige 
constanten bij cirkel en bol. Logarithmen van rentefactoren in 7 decimalen. 
Rentetafels: 1 (1 +” en II (l +2)” voor de percenten 2, 24, 3, 34, 4, 44. 


RAC 
5, 94, en 6; == 100 


UITGAVE B 3e druk . . . . «… gee.f 0.90 

Deze omvat uitgave A en Deet Rennen II xl + iN, aanwijzende 
het eindbedrag, als men ieder jaar /1.— à p?/, op sam. interest zet. Deze 
geeft de sommen der getallen uit tafel 1. Rentetafel IV 2'(l + é)-%, aanwij- 
zende de contante waarde van „ keer f1—. Deze geeft de sommen der 
getallen uit tafel IL. 


Machten, wortels en omgekeerden. 


Rentetafel V SUD dit is de z.g. annuïteitentafel, aanwijzende met 
welk bedrag per jaar een kap. incl. de rente à p?/, kan worden afgelost. 


Deze tafels zijn stevig gecartonneerd of soliede gebonden. 
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